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Abstract
Given a vector "eldX on a compact 3-manifold, and a hyperbolic saddle-like setK of that vector "eld, we
consider all the xltering neighbourhood ofK: by such, we mean any submanifold which boundary is tranverse
to X, the maximal invariant of which is equal to K and which intersection with every orbit of X is connected.
Up to topological equivalence, there is only a "nite number of such neighbourhoods. We give a "nite
combinatorial presentation of the global dynamics on any such neighbourhood. A key step is the construction
of a unique model of the germ of X along K; this model is, roughly speaking, the simplest three-dimensional
manifold and the simplest Smale #ow exhibiting the germ considered above. Then, we give a combinatorial
description of the surgeries leading back to the initial "ltering neighbourhoods.  2001 Elsevier Science Ltd.
All rights reserved.
Re2 sume2
Etant donneH un champ de vecteursX d'une varieH teH compacte de dimension 3, et un ensemble hyperbolique
selle K de ce champ, nous consideH rons tous les voisinages xltrants de K: toute sous-varieH teH a` bord, dont le
bord est transverse a` X, dont K est le maximal invariant et dont l'intersection avec toute orbite de X est
connexe. De tels voisinages sont en nombre "ni a` eH quivalence topologique pre`s. Nous montrons que la classe
d'eH quivalence topologique d'un champ en restriction a` un tel voisinage admet une preH sentation combinatoire
"nie. Ceci passe par la construction d'un unique mode`le du germe deX le long deK ; ce mode`le est, en quelque
sorte, la varieH teH a` bord de dimension 3 et le champ de Smale les plus simples parmi ceux reH alisant le germe de
dynamique consideH reH . Nous donnons alors une description combinatoire des chirurgies permettant de recon-
struire les voisinages "ltrants initiaux a` partir du mode`le.  2001 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.
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0. Introduction
0.1. Rappels sur la stabiliteH structurelle
Au deH but des anneH es soixante (voir [24]), le but de S. Smale pour les syste`mes dynamiques eH tait
de classi"er un sous-ensemble, qu'il espeH rait ouvert et dense, des champs de vecteurs de classe
C des varieH teH s compactes, a` l'aide d'un nombre "ni d'invariants combinatoires, modulo une
relation d'eH quivalence qui retienne la dynamique qualitative globale des champs.
Si X et > sont deux champs de vecteurs de classe C sur des varieH teH s compactes M et N, les
champsX et> seront dits topologiquement e&quivalents s'il existe un homeH omorphisme h entreM et
N envoyant orbite orienteH e deX sur orbite orienteH e de > ; les dynamiques globales deX et > sont
alors les me(mes au travers du changement de coordonneH es h (seulement continu). Un champX sur
une varieH teH M est dit C-structurellement stable si, pour tout champ > sur M, su$samment
C-proche de X, X et > sont topologiquement eH quivalents. Les champs structurellement stables
sont bien su( r les candidats naturels a` une classi"cation. Depuis la construction d'un mode`le
geH omeH trique de l'attracteur de Lorenz (voir [13]), on sait cependant que, de`s la dimension 3, les
champs structurellement stables ne sont pas denses parmi les champs C.
La caracteH risation des dynamiques structurellement stables a eH teH une longue aventure acheveH e
par Robbin [22], Robinson [23], Man e [16], Hayashi [14]2 Les notions clefs de cette theH orie
sont l'hyperboliciteH et la transversaliteH :
Un compactK invariant par le #ot d'un champ de vecteurX, et disjoint des singulariteH s deX est
dit hyperbolique s'il existe une deH composition du "breH tangent de la varieH teH le long de K en somme
directe de trois sous-"breH s continus, ¹M

"XEE, et que la di!eH rentielle du #ot (pour un
temps "xeH su$samment grand) dilate uniformeHment les vecteurs tangents a` E et contracte
uniformeHment ceux tangents a` E.
Pour un point x de K, on deH "nit alors la varieH teH stable forte=(x) comme l'ensemble des points
y tels que la distance d(X(y),X(x)) tend vers zeH ro quand le temps t tend vers#R. Dans [15], les
auteurs montrent que=(x) est une varieH teH injectivement immergeH e dans la varieH teH ambiante, et
tangente en x a` E(x). L'orbite par le #ot de la varieH teH stable forte de x constitue sa varieH teH stable
( faible) noteH e =(x). On deH "nit de me(me la varieH teH instable de x en remplac7 ant X par!X.
Rappelons qu'un point est dit errant s'il posse`de un voisinage ; tel que ; soit disjoint de X(;)
pour tout t'1.
Voici le reH sultat qui conclut la theH orie de la stabiliteH structurelle dans le cas des #ots :
TheH ore`me 0.1 (Hayashi [14] et Robinson [23]). Un champ de vecteurs d 'une varie& te& compacte est
C-structurellement stable si et seulement si :
 l 'ensemble des points non errants est l 'union d 'un nombre xni de singularite& s hyperboliques et d 'un
compact sans singularite& , hyperbolique, dans lequel les orbites pe& riodiques sont denses (cette
proprie& te& s 'appelle classiquement l 'axiome A),
 le champ posse%de la proprie& te& de transversalite& forte : pour tout x, y non errants,=(x) est transverse
a% =(y).
La deHmonstration de ce theH ore`me passe par l'eH tude des proprieH teH s des dynamiques hyperboliques
qui a fait l'objet de la theH orie de Smale dans les anneH es 60-70 (-lemma, shadowing lemma,
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deH compositions en pie`ces basiques, existence de "ltrations2). Nous ne rappellerons que ce dont
nous aurons explicitement besoin et nous renvoyons, par exemple a` [25] ou [26], pour plus de
deH tails. Nous appellerons deH sormais champs et yots de Smale les champs et #ots veH ri"ant l'axiome
A et la transversaliteH forte.
0.2. But de l'article
Cet article est un premier pas vers une classi"cation, a` eH quivalence topologique pre`s, des champs
de Smale X des varieH teH s (compactes) M de dimension 3. PreH sentons rapidement quel va e( tre ce
premier pas avant de donner des deH "nitions plus preH cises.
La base d'une classi"cation consiste a` extraire d'un couple (M,X) une information combinatoire
"nie sur la topologie de la varieH teH M et sur la dynamique du champX qui caracteH rise entie`rement
la classe d'eH quivalence topologique de X sur M : si un autre champ de Smale > sur une varieH teH
N donne lieu a` la me(me information, alors X et > sont topologiquement eH quivalents. Nous
appellerons pre& sentation xnie de (M,X) une telle information.
Par ailleurs, l'ensemble non-errant d'un champ de Smale se scinde en un nombre "ni de pie% ces
basiques (voir ci-dessous). La varieH teH supportant le champ se deH compose alors en sous-varieH teH s
a` bords qui sont des voisinages de chacune des pie`ces basiques. Nous appellerons voisinages
xltrants les plus parfaits (voir ci-dessous) de ces voisinages. L'objet de l'article est de donner des
preH sentations "nies de la dynamique d'un champ de Smale restreinte a` un voisinage "ltrant.
Nous allons maintenant e( tre beaucoup plus formel et deH "nir les notions de pie`ce basique et de
voisinage "ltrant. On pourra alors formuler tre`s preH ciseHment le but de l'article.
Smale a deH "ni un preH ordre sur l'ensemble des orbites non errantes: si x et y sont non errants,
xy si =(x)=(y) est non vide. On deH "nit alors les pie% ces basiques comme les eH leHments de la
partition de l'ensemble non errant par la relation d'eH quivalence x&y si xy et xy. Les pie`ces
basiques sont alors aussi les compacts hyperboliques transitifs maximaux et constituent donc une
deH composition naturelle de l'ensemble non-errant. Les pie`ces basiques sont en nombre "ni.
Remarquons que le preH ordre deH "ni ci-dessus induit un ordre partiel sur l'ensemble des pie`ces
basiques que l'on appelle geH neH ralement ordre de Smale.
On pourra en fait comprendre non seulement les dynamiques au voisinage des di!eH rentes pie`ces
basiques, mais eH galement la fac7 on dont certaines de ces dynamiques se meH langent. On introduit
pour cela la notion d'ensemble hyperbolique satureH : un compact hyperbolique K est sature& si
K"=(K)=(K). Les pie`ces basiques sont les compacts hyperboliques satureH s et transitifs. Un
ensemble hyperbolique satureH est l'union d'un ensemble "ni de pie`ces basiques et de l'intersection
de leurs varieH teH s invariantes.
L'existence de xltrations pour un champ de Smale peut se formuler comme suit. Etant donneH un
champ de SmaleX sur une varieH teH M et en notantK

,2,K les pie`ces basiques deX, la varieH teH M,
peut s'eH crire comme l'union de sous-varieH teH s a` bords M

,2,M telles que :
(i) M

est un voisinage de K







est eH gal a` K

,
(ii) le champ X est tranverse au bord de M

,
(iii) l'intersection de toute orbite de X avec M

est connexe,
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Etant donneH un ensemble hyperboliqueK, une sous-varieH teH a` bordM veH ri"ant les proprieH teH s (i)}(iii)
sera appeleH e voisinage xltrant de K. Les voisinages "ltrants des pie`ces basiques sont les pie`ces
naturelles du jeu de reconstruction de la varieH teH globaleM munie du champX: voir les travaux de
Franks et de Rezende ([11,8], ces auteurs utilisent le terme de `voisinages isolantsa) qui visent
a` deH terminer la topologie de la varieH teH obtenue en recollant de tels voisinages "ltrants.
Tout ensemble hyperbolique satureH posse`de un voisinage "ltrant (obtenu comme union de
voisinages "ltrants des pie`ces basiques qu'il contient) et n'en posse`de, a` eH quivalence topologique,
pre`s qu'un nombre "ni (voir partie 1.1). Notons d'autre part que la connaissance d'une dynamique
sur un voisinage "ltrant su$t a` deH terminer cette dynamique sur un voisinage invariant a` eH quiva-
lence topologique pre`s (conseH quence de (ii) et (iii)). C'est pour toutes ces raisons que nous cherchons
dans cet article a` deH crire la dynamique d'un champ de Smale en restriction a` un voisinage "ltrant.
Au moins dans le cas des #ots de Smale en dimension 3, les pie`ces basiques ont une dimension
topologique bien deH "nie (la dimension topologique locale au voisinage d'un point ne deH pend pas de
ce point). Dans le cas des #ots d'Anosov transitifs (qui constituent des pie`ces basiques de dimension
3), des travaux de Fried (voir [12]) conduisent a` une preH sentation "nie. Dans le cas des pie`ces
basiques de dimension 2 (attracteurs ou reH pulseurs hyperboliques), des travaux de Williams [27],
puis de Christy [7] montrent la voie d'une preH sentation "nie du bassin d'attraction (ou de
reH pulsion) de la pie`ce basique.
Nous nous inteH resserons dans cet article aux ensembles hyperboliques satureH s de dimension 1 (le
long desquels ni la direction stable forte, ni la direction instable forte ne sont triviales), que nous
appellerons plus rapidement des ensembles selles sature& s.
Ainsi, le but preH cis de l'article est de de& crire des pre& sentations combinatoires xnies de n'importe quel
champ de Smale en dimension 3 en restriction a% un voisinage xltrant quelconque d 'ensemble selle.
0.3. PreH sentation des reH sultats
Nous allons maintenant esquisser le chemin que nous suivrons pour parvenir a` de telles
preH sentations "nies.
Depuis Bowen, on sait que la restriction d'un champ de vecteurs a` une pie`ce basique de
dimension 1 peut e( tre deH crite a` eH quivalence topologique pre`s par la matrice d 'incidence d'une
partition de Markov. Cependant, si deux dynamiques hyperboliques deH crites par des partitions de
Markov ayant me(me matrice d'incidence sont eH quivalentes en restriction a` ces ensembles hyper-
boliques, l'homeH omorphisme reH alisant l'eH quivalence ne peut en geH neH ral pas s'eH tendre a` un petit
voisinage de ces ensembles.
Pour les di!eH omorphismes de Smale (c'est a` dire C-structurellement stables) des surfaces
compactes, Bonatti et Langevin ont introduit une combinatoire permettant de deH crire la
dynamique globale a` eH quivalence topologique pre`s (voir [5]). Si on conside`re une partition de
Markov d'une pie`ce basiqueK (ou plus geH neH ralement d'un ensemble hyperbolique sature& ) constitueH e
de `vraisa rectangles plongeH s dans la surface, on deH "nit le type ge&ome& trique de cette partition qui
deH crit l'ordre et le sens des intersections des rectangles et de leurs images. Les auteurs montrent
que le type geH omeH trique caracteH rise la dynamique sur un voisinage invariant canonique
(unique a` conjugaison pre`s) de K : le domaine de K. On peut en deH duire que le germe de
di!eH omorphisme le long de K caracteH rise la dynamique (a` conjugaison topologique pre`s) sur le
domaine de K.
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Nous allons voir que la situation est assez di!eH rente pour les champs de vecteurs en dimension 3.
PreH ciseHment, nous appellons germe d 'un champ X le long d 'un compact invariant K la classe du
couple (X,K) pour la relation d'eH quivalence suivante : (X,K)&(>,¸) s'il existe un voisinage ; de
K et un voisinage < de ¸ tel que les restrictions de X et > a` ; et < soient topologiquement
eH quivalentes via un homeH omorphisme envoyant K sur ¸. Nous noterons [X,K] le germe de X le
long de K.
Nous verrons (voir l'appendice) que le germe d'un champ le long d'un ensemble selle satureH
K (posseH dant un point homocline) ne caracteH rise aucun voisinage invariant canonique (me(me
a` eH quivalence topologique pre`s) : pour tout voisinage invariant U d'un ensemble selle satureH
K posseH dant un point homocline, il existe une varieH teH munie d'un champ de Smale> posseH dant un
ensemble selle ¸, tel que X et > soient topologiquement eH quivalents en restriction a` des petits
voisinages de K et ¸, mais que ¸ ne posse`de aucun voisinage invariant sur lequel > soit
topologiquement eH quivalent a` la restriction de X a` U.
Pour contourner ce proble`me, nous montrons que le germe du champ X le long de l'ensemble
selle satureH K deH termine de fac7 on unique, a` eH quivalence topologique pre`s, une varieH teH a` bord munie
d'un #ot transverse au bord qui est en un certain sens la plus simple parmi celles qui reH alisent le
germe [X,K] comme ensemble selle d'un #ot de Smale. Plus preH ciseHment, on pose la deH "nition
suivante :
DeH 5nition 0.2. SoitX un champ de vecteurs sur une varieH teH compacte orientable de dimension 3 et
K un ensemble selle de X. Nous appellerons mode`le du germe [X,K] tout couple (N,>) ou` N est
une varieH teH de dimension 3 orientable compacte a` bord, et ou` > est un champ de vecteurs sur
N transverse au bord, tels que :
(i) Le maximal invariant de> dansN est un ensemble selleK

tel que le germe [>,K





N l'union des composantes connexes du bord de N ou` > est rentrant dans N;










(iii) Toute composante connexe de N contient un point de K

.
et le premier but de cet article est de montrer :
TheH ore`me 0.3. Etant donne& un ensemble selle sature& K d 'un champ de Smale X sur une varie& te&
compacte orientable de dimension 3, il existe un unique mode% le (MI ,XI ) de [X,K] a% e&quivalence
topologique pre% s.
Remarque. Le mode`le (MI ,XI ) peut e( tre naturellement compleH teH en une varieH teH ouverte sans bord
muni d'un #ot complet. Si on note KI le maximal invariant deMI , l'ensemble selle satureH K posse`de
alors un voisinage invariant dans M topologiquement eH quivalent a` un voisinage invariant de
KI dans cette varieH teH ouverte.
On veut alors montrer que le mode`le du germe d'un champ le long d'un ensemble selle admet une
preH sentation combinatoire "nie. Pour cela, on s'inteH resse a` de `bonnesa partitions deMarkov d'une
section transverse de K, qui sont des partitions par des rectangles plongeH s dans une section
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transverse. Les intersections entre les rectangles d'une telle partition et leur premier retour sur la
section sont codeH es par une combinatoire "nie: le type ge&ome& trique de la partition, deH "ni de fac7 on
analogue a` celui de [5]. Nous montrons alors que le type geH omeH trique caracteH rise le mode`le :
TheH ore`me 0.4. Soient deux champs de Smale X et Y sur deux varie& te& s compactes orientablesM etN de
dimension 3 et soient K et ¸ des ensembles selles sature& s de X et >. On suppose queK et ¸ admettent
des bonnes partitions de Markov de meL me type ge&ome& trique.
Alors les mode% les de [X,K] et de [>,¸] sont topologiquement e&quivalents. En particulier, il existe
des voisinages invariants de K et ¸ en restriction auxquels les champs X et > sont topologiquement
e&quivalents.
Soit K un ensemble selle satureH d'un #ot de Smale X de M. La construction que nous
e!ectuerons d'un mode`le (MI ,XI ) de [X,K], montrera aussi un moyen de reconstruire la restriction
de X a` tout voisinage "ltrant M par un nombre "ni de chirurgies topologiques simples loin de
l'ensemble K. Nous appellerons attachement d 'anse la chirurgie suivante : on conside`re deux
disques disjoints sur le bord d'entreH e de MI dont les orbites positives sortent de MI en temps "ni.
L'orbite de ces deux disques est alors topologiquement eH quivalente a` l'union de deux cylindres
pleins disjoints D[0,1] munis du champ /t. On o( te alors ces deux cylindres pleins a` MI et on
recolle les deux bords tangents ainsi creH eH s. Remarquons que cela revient a` attacher une anse au
bord d'entreH e de MI (voir la partie 3.1).
On verra que la classe d'eH quivalence topologique du reH sultat d'un attachement d'anse sur des
cercles C et C ne deH pend que de la composante connexe de 

MI =(KI ) (le bord d'entreH e de
MI priveH de la varieH teH stable de KI ) dans laquelle se trouve chacun des cercles C et C.
Proposition 0.5. Si M est un voisinage xltrant de K tel que toute composante connexe de M rencontre K,
on peut passer du mode% le (MI ,XI ) de [X,K] a% un couple topologiquement e&quivalent a% (M,X) par un
nombre xni d 'attachement d 'anses bien choisis.
On donne alors une preH sentation "nie de tout couple (M,X) ou`M est un voisinage "ltrant d'un
ensemble selle satureH K deX : cette preH sentation est la donneH e du type geH omeH trique d'une partition
de Markov de K et d'un nombre "ni de mots codant les composantes connexes de 

MI =(KI )
contenant les cercles neH cessaires aux attachements d'anses. Nous expliquerons comment reH aliser un
tel codage via le type geH omeH trique de la partition de Markov (voir la partie 3.2) et montrerons que
l'on obtient ainsi une preH sentation "nie de tout voisinage "ltrant de K (theH ore`me 3.9)
Remarque. Notre deH "nition d'un `attachement d'ansea di!e`re de celle employeH e par d'autres
auteurs. Par exemple, `nosa attachements d'anses sont di!eH rents de ceux qu'Asimov et Morgan
[1,17] utilisent pour montrer l'existence de #ots Morse}Smale sur certaines varieH teH s.
Pour obtenir une classi"cation des #ots de Smale (d'abord sans attracteur ou reH pulseur non
triviaux), il faudrait :
(1) Une preH sentation "nie de ces #ots. Puisqu'on sait donner une preH sentation "nie d'un
voisinage "ltrant M de l 'ensemble selle maximal (c'est-a`-dire l'union de toutes les pie`ces basique
selles et des interssections de leurs varieH teH s invariantes), il ne reste qu'a` trouver un codage
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combinatoire de la fac7 on dont on recolle sur M des voisinages "ltrants des attracteurs, des
reH pulseurs et des singulariteH s selles.
(2) DeH terminer quelles preH sentations "nies abstraites correspondent e!ectivement a` des
#ots de Smale sur des varieH teH s compactes de dimension 3. Dans [3], nous montrons que tout
type geH omeH trique abstrait est le type geH omeH trique d'une partition de Markov d'un ensemble
selle d'un #ot de Smale en dimension 3. (Ce reH sultat va dans le sens contraire de ceux de Bonatti
et Jeandenans qui ont montreH que de nombreux types geH omeH triques abstraits n'eH taient
pas reH alisables par des ensembles selles de di!eH omorphismes de surfaces compactes
(voir [5]).)
(3) Savoir deH cider si deux preH sentations "nies correspondent ou non au me(me #ot de Smale. Des
travaux de Parry et Sullivan [20], puis de Franks [10] donne un crite`re simple qui permet de
deH cider si les suspensions de deux shifts sont topologiquement eH quivalentes ou non. Pour les
di!eH omorphismes des surfaces, il existe un algorithme qui deH cide si deux types geH omeH triques
di!eH rents correspondent ou non au me(me germe d'ensemble selle [2].
Par contre, on ne connait pas, pour l'instant, de moyen de deH cider si deux types geH omeH triques
di!eH rents donnent lieu au me(me germe de #ot le long d'un ensemble selle.
Dans la suite, sans qu'on le preH cise a` chaque fois, les varieH teH s seront compactes orientables et de
dimension 3.
1. Mode`le d'un ensemble selle
Le but de cette partie est la deHmonstration du theH ore`me 0.3, c'est a` dire de l'existence d'un
mode`le, unique a` eH quivalence topologique pre`s, du germe d'un champ de Smale X le long d'un
ensemble selle satureH K.
1.1. Voisinages xltrants
Rappelons que l'ensemble non errant d'un #ot de Smale X se deH compose en un nombre "ni de





de l'ensemble des pie`ces basiques deX est dite croissante pour l'ordre




implique i(j. Une telle indexation sera eH galement appeleH e comple& tion de
l 'ordre de Smale.




de l'ensemble des pie`ces basiques, croissante pour l'ordre de




adapteH e a` cette indexation. Ceci signi"e que :
 Les 

sont des sous-varieH teH s de dimension 3 compactes a` bords. De plus, les 

peuvent e( tre
choisies telles que X soit transverse a` leur bord et rentrant dans 

.













) est eH gal a` 

.
(L'existence de fonctions de Lyapunov, montreH e dans [21], implique immeH diatement l'existence de
"ltrations comme deH "nies ci-dessus. Cependant, l'ideH e de l'existence de "ltrations pour les dif-
feH omorphisme est bien anteH rieure, voir [25].)
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Dans [5], les auteurs montrent (proposition 1.2.7 montreH e pour les di!eH omorphismes, mais la
transcription pour les champs de vecteurs est immeH diate) que l'ensemble I des pie`ces basiques d'un
ensemble selle satureH K de X forme un intervalle pour l'ordre de Smale (c'est-a`-dire, si deux pie`ces
basiques sont dans I et s'il existe une pie`ce basique comprise entre les deux pour l'ordre de Smale,
alors cette troisie`me pie`ce basique est eH galement dans I). L'ensemble selle K est alors le satureH de
l'union des pie`ces basiques de I.





des pie`ces basiques de X qui est croissante pour l'ordre de Smale et telle que l'ensemble des pie`ces
basiques de K soit un intervalle 


,2, pour cet indexation. On montre alors facilement que,












). En e!et, tout point deK a son 
 et son -limite dansM et
son orbite ne peut donc sortir deM ; reH ciproquement, tout point du maximal invariant deM a son
ensemble 
 et son ensemble -limite dans des pie`ces basiques deM et est donc dans l'intersection
des varieH teH s invariantes de ces pie`ces basiques, c'est a` dire dans K.
DeH 5nition 1.1. Un voisinage "ltrant de K sera une sous-varieH teH a` bord M deM dont le bord est
transverse au champ X, telle que le maximal invariant de M soit K et telle que l'intersection de
toute orbite de X avec M soit connexe.
On appellera bord d'entreH e de M et on notera 

M l'union des composantes connexes du bord




 Cette deH "nition permet aussi de consideH rer des voisinages "ltrants d'ensembles selles de fac7 on
intrinse`que, sans reH feH rence a` une varieH teH ambiante sans bord : un voisinage xltrant intrinse%que de
K sera une varieH teH compacte a` bords N, munie d'un champ > transverse au bord, et telle que le
maximal invariant de N pour le #ot de > soit un ensemble selle ¸ tel que [X,K]"[>,¸].
 Tout voisinage "ltrant intrinse`queN d'un ensemble selleK, peut e( tre plongeH dans une varieH teH M,
compacte, sans bord, munie d'une extension de Smale du champ deN tel queN soit un voisinage
"ltrant de K dans M (voir, par exemple, [9, Corollaire 2.2] ou l'appendice). L'ensemble K est
alors satureH dans M.
 Ceci montre que, si K est un ensemble selle (non neH cessairement satureH ) admettant un voisinage
isolant a` bord transverse au champ, K peut e( tre plongeH comme ensemble satureH d'une varieH teH
sans bord.
Nous venons de voir que tout ensemble satureH posse`de au moins un voisinage "ltrant. Le reste de
cette sous-partie a pour but d'esquisser une deHmonstration de la proposition suivante (qui nous
semble faire partie du folklore) :
Proposition 1.2. Soit K un ensemble selle sature& d 'un champ de Smale X sur une varie& te& M. Alors, il
n'existe, a% e&quivalence topologique pre% s, qu'un nombre xni de voisinage xltrants de K dans M.
DeHmonstration. On note n le nombre des pie`ces basiques de X. Il n'existe qu'un nombre "ni
d'indexation de ces n pie`ces basiques ; en particulier, il n'existe qu'un nombre "ni d'indexations
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croissantes pour l'ordre de Smale. Pour chaque indexation  de l'ensemble des pie`ces basiques de






adapteH e a` l'indexation . On a alors le lemme suivant :
Lemme 1.3. Pour tout voisinage xltrant M de K, il existe une indexation 

de l 'ensemble des pie% ces
basiques de X, croissante pour l 'ordre de Smale, il existe deux entiers i, j ve& rixant 0)i(j)n, tels
que la restriction de X a% M est topologiquement e&quivalente a% la restriction de X a% certaines









de& signe la xltration que nous avons associe& e ci-dessus a% l 'indexation 

.)
Admettons provisoirement ce lemme et terminons la preuve de la proposition 1.2. Nous avons
deH ja` remarqueH qu'il n'existe qu'un nombre "ni d'indexations des n pie`ces basiques deX croissantes
pour l'ordre de Smale. Il n'existe qu'un nombre "ni de couple d'entiers (i, j) veH ri"ant 0)i(j)n.
En"n, pour toute indexation 

croissante pour l'ordre de Smale et tout couple (i, j), la varieH teH




) n'a qu'un nombre "ni de composantes connexes. Le lemme 1.3
construit donc une injection de l'ensemble des classes d'eH quivalences de voisinages "ltrant de
K dans un ensemble "ni. 
DeHmonstration du lemme 1.3. SoitM un voisinage "ltrant deK. Remarquons que, pour toute pie`ce
basique  de X qui n'est pas dans K, les deux proprieH teH s suivantes s'excluent mutuellement :
 La varieH teH stable de  rencontre M. Dans ce cas, on dira que  est infe& rieure a` M.
 La varieH teH instable de  rencontre M. Dans ce cas, on dira que  est supe& rieure a` M.
(En e!et, d'apre`s le -lemma, si=() et=() coupentM alors soitLM, soit il existe une orbite
dont l'intersection avec M n'est pas connexe.)
On dira qu'une pie`ce basique est indiwe& rente a` M si elle n'est pas dans K et si elle n'est ni






les ensembles de pie`ces basiques infeH rieures,
supeH rieures et indi!eH rentes a` M. Nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 1.4. Il existe indexation 







sont des intervalles de pie% ces basiques pour l 'indexation 

,
 suivant l 'ordre de 

, les pie%ces basiques de A

sont infe& rieures a% celles de K, qui sont infe& rieures
a% celles de I

, qui sont infe& rieures a% celles de R

.
DeHmonstration. D'apre`s le -lemma, toute pie`ce basique infeH rieure a` une pie`ce basique infeH rieure






Toute pie`ce basique infeH rieure (respectivement supeH rieure) a` K est infeH rieure (respectivement
supeH rieure) a`M. En particulier, toute pie`ce basique de I est indi!eH rente a` celles deK, supeH rieure ou
indi!eH rente a` celles de A

et infeH rieure ou indi!eH rente a` celles de R

. On peut donc trouver une
indexation croissante pour l'ordre de Smale et posseH dant les proprieH teH s souhaiteH es. 
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Fin de la deHmonstration du lemme 1.3. On conside`re l'indexation 

donneH e par le lemme 1.4.
On note i le plus grand entier tel que 





Le bord de 







et dont l'ensemble-limite est dans A

. On en deH duit que le bord de 

rencontre en
un point et un seul l'orbite de tout point de 

M (l'
-limite de tout point de 

M est incluse dans
KR

et son -limite est incluse dans A

). Donc il existe une isotopie deM le long des orbites de
X qui deH forme la varieH teH a` bordM en une varieH teH a` bordM, telle que 

M soit inclus dans 

.
Alors, d'une part 





M est une union de com-
posantes connexes de 

. D'autre part, M un voisinage "ltrant de K et le couple (M,X

) est
topologiquement eH quivalent au couple (M,X

) (car M est deH duit de M par une isotopie le long
des orbites de X).
Le bord de 











. On en deH duit que le bord de 

rencontre
en un point et un seul l'orbite de tout point de 






est disjoint de 

M. Donc il existe une isotopie deM le long du #ot eH gale a` l'identiteH au voisinage
de 

M et qui deH forme M en M, tel que 

M soit une union de composantes de 

.





part, le couple (M,X

) est topologiquement eH quivalent au couple (M,X

). 
1.2. Construction d 'un mode`le
On conside`re un champ de Smale X sur une varieH teH compacte M de dimension 3 et K un
ensemble selle satureH de X. Pour construite un mode`le (MI ,XI ), nous allons consideH rer un voisinage
"ltrantM deK dansM et nous allons deH couperM le long de cylindres tangents au champX, allant
directement du bord d'entreH e de M a` son bord de sortie. Ces cylindres sont les orbites dans M de
cercles plongeH s dans le bord d'entreH de M et disjoints de la varieH teH stable de K. Ensuite, nous
tuerons les bords tangents ainsi creH eH s en y collant des cylindres pleinsD[0,1]. Nous e!ectuerons
cette chirurgie tant qu'il existera sur le bord d'entreH e des cercles disjoints de=(K) ne bordant pas
un disque disjoint de=(K). La preuve consiste essentiellement a` montrer que le processus s'arre( te
au bout d'un nombre "ni d'eH tapes.
Nous avons, dans un premier temps, besoin d'eH tudier l'intersection de la varieH teH stable deK avec
le bord d'entreH e de M.
Rappels. (On rappelle ici des proprieH teH s classiques des varieH teH s invariantes des points d'un en-
semble selle satureH tel K ; pour des preuves, on renvoie par exemple a` [26, chapitre 6].)
En plus des notions de varieH teH s stable et stable forte (globales) d'un point de K (deH "nies dans
l'introduction), nous aurons besoin de notions de varieH teH s stables locale. Pour  assez petit, la
varieH teH stable locale = (x) est deH "nie comme l'ensemble des points y tel que d(X(x),X(y)) est
infeH rieure a`  pour tout t positif. C'est un disque, inclus dans=(x) et centreH en x. La varieH teH stable
forte locale= (x) est l'intersection de= (x) et de=(x). C'est un segment de=(x), centreH en x.
Pour  su$sament petit, la varieH teH stable locale= (K)"= (K) est eH gale a` l'intersection de=(K)"

=(K) avec la boule de rayon  autour deK. Elle forme une lamination compacte en
disques D, plongeH e dans un voisinage de K.
128 F. Be&guin, C. Bonatti / Topology 41 (2002) 119}162
En"n, tout ensemble selle satureH posse`de une structure dite de produit local: pour tout '0 assez
petit, il existe '0 et tel que, si x et y sont dans une me(me boule B de diame`tre  (dite boule de
produit local), alors= (x) coupe= (y) en un point et un seul.




DeHmonstration. Le fait que M soit un voisinage "ltrant de K implique que 	

X(M)"
=(K)M (car l'orbite positive de tout point deM dont l'ensemble 
-limite n'est pas contenue dans
K sort deM et n'y revient plus). En particulier,=(K)M et, a fortiori,=(K)

M est compact.
Comme rappeleH ci-dessus, la varieH teH stable locale =(K) est une lamination (en disques D)
plongeH e dans voisinage ; de K.





M) est inclus dans; et donc dans= (K).
On en deH duit que=(K)






M est transverse au champX. La surface compacteX(

M) est donc transverse




Nous allons maintenant avoir besoin de la notion de varieH teH invariante bord et de quelques
proprieH teH s de ces bords. En dimension 3, chaque feuille de la varieH teH instable d'un ensemble selle
disconnecte localement la varieH teH ambiante ; parler des deux coteH s (locaux) d'une feuille de=(K)
a donc un sens. De fac7 on informelle, une feuille F de =(K) est bord si elle n'est accumuleH e par
=(K) qu'au plus d'un seul co( teH . Formellement, une feuille F de =(K) est bord, si il existe un
segment I, tranverse a` F, ayant une extreHmiteH sur F et dont l'inteH rieur est disjoint de=(K) (la
remarque ci-dessous montre que cette deH "nition formelle exprime bien l'ideH e intuitive que `F n'est
pas accumuleH e qu'au plus d'un co( teH a).
Remarque. Si K est un ensemble selle satureH d'un champ de Smale, il existe un feuilletage d'un
voisinage de=K) telle que les varieH teH s instables des points de K sont des feuilles de ce feuilletage
(voir, par exemple, [5, lemme 5.3.4] pour le cas des di!eH omorphismes, le cas des champs de vecteurs
est identique). Etant donneH s une feuilleF de=(K), l'existence d'un segment transverse a`F, ayant
son extreHmiteH en un point x deF et d'inteH rieur disjoint de=(K) ne deH pend donc pas du point x.
Newhouse et Palis ont prouveH un lemme essentiellement identique au lemme suivant dans le cas
des di!eH omorphismes (voir [18]). Comme ce lemme est fondamental dans la suite, nous tran-
scrivons rapidement la deHmonstration donneH e dans [5, proposition 2.1.1] dans le cas des #ots en
dimension 3 :
Lemme 1.6 (Newhouse, Palis). Tout ensemble hyperbolique sature& d 'un yot de Smale d 'une varie& te&
compacte de dimension 3 orientable ne posse%de qu'un nombre xni de feuilles instables bords. De plus,
ces feuilles sont toutes des varie& te& s instables d 'orbites pe& riodiques.
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Pour toute orbite O deK, on appellera se&paratrice stable une composantes connexes de=(O)O.
Une seH paratrice stable disjointe de K est dite libre.
Remarques.
 Toute feuille de =(K) est homeH omorphe a` un cylindre, a` un ruban de Moebius ou a` un plan
(selon que cette feuille est la varieH teH stable d'une orbite peH riodique sans twist, avec twist ou n'est
pas la varieH teH stable d'une orbite peH riodique). Dans le premier cas, le #ot induit alors sur ce
cylindre un feuilletage avec une feuille fermeH e (l'orbite peH riodique) qui disconnecte le cylindre en
deux seH paratrices. Ces seH paratrices sont des cylindres feuilleteH s trivialement en droites par les
orbites. Dans le deuxie`me cas, il n'y a qu'une seule seH paratrice qui est eH galement un cylindre
trivialement feuilleteH en droites par le #ot. En"n, dans le troisie`me cas ( feuille stable qui n'est pas
la varieH teH stable d'une orbite peH riodique), le feuilletage induit par le #ot est un feuilletage trivial
du plan en droites.
 La varieH teH instable d'une orbite peH riodique est bord si et seulement si une des seH paratrices stables
est disjointe de K, c'est-a`-dire libre. Dans ce cas, l'intersection de cette seH paratrice avec 

M est
une feuille compacte de la lamination L

(En e!et, toute orbite sur cette seH paratrice coupe
transversalement 

M en un et un seul point et l'espace des orbites sur cette seH paratrice est un
cercle).
DeHmonstration du lemme 1.6. Le lemme reH sulte essentiellement de la structure de produit local deK
(voir rappels pages 128}129).
 Tout d'abord, on montre par l'absurde que l'ensemble des orbites peH riodiques de K ayant une
seH paratrice stable libre est "ni. En particulier, l'ensemble des orbites peH riodiques appartenant
a` une feuille instable bord est "ni.
Dans le cas contraire, on aurait neH cessairement une accumulation de telles orbites. On peut alors






d'orbites peH riodiques de K, distinctes, appartenant a` des
feuilles instables bords et coupant un me(me ouvert ; de produit local (voir rappels), pre`s d'un






eH tant sur des orbites peH riodiques distinctes, deux
quelconques de ces segments ne peuvent se situer ni sur une me(me feuille stable, ni sur une me(me

































su$sament pre`s de p, les deux seH paratrices stables de O






(voir la Fig. 1). Comme K est satureH , tout point d'intersection d'une
seH paratrice stable de O





est dans K. En particulier,
aucune des seH paratrices stables de O

n'est libre, ce qui contredit la remarque ci-dessus et conduit
a` une absurditeH .
 On montre ensuite que, si O est une orbite dont l'une des seH paratrices stables est libre, alors O est
peH riodique.





,X (x) sont dans un voisinage de produit local ;. Si O a une seH paratrice stable libre, le
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Fig. 1. Trois orbites peH riodiques dans un voisinage a` structure de produit local.
preuve du point preH ceH dent montre que les x

sont alors situeH s dans au plus deux feuilles instables
locales faibles. Quitte a` extraire une sous-suite, les x

sont dans une seule feuille instable locale
faible. Mais une suite de points de la formeX(x) ou` t

P#R ne peut rester dans une me(me feuille
instable locale faible que si tout ces points se trouvent sur une orbite peH riodique, ce qui conclut.
 En"n, on montre que toute feuille instable bord F est la varieH teH instable d'une orbite O ayant
une seH paratrice stable libre.
En e!et, soit F une feuille instable bord et soit x un point de FK ; il existe alors '0 tel
qu'une des seH paratrices de = (x) est disjointe de K (on appelle se&paratrice de = (x) les com-
posantes de = (x)x	). Par conseH quent, si on a choisi  assez petit, pour tout t(0,
= (X(x))LX(= (x)) et l'une des deux composantes de = (X(x)) est donc disjointe de K.
Soit maintenant y un point de l'
-limite de x. Supposons qu'aucune des deux seH paratrices de
=(y) n'est disjointe de K. Alors il existe (0 tel que chacune des deux seH paratrices=

(X(y))




. Par ailleurs, il existe t

(0, les points X (x) et X(y)
sont distant de moins de /2. Les points X (x) et z

ainsi que les points X(x) et z

sont alors
distant de moins de . La structure de produit locale implique alors que= (z) et= (z) coupent
toute deux = (X (x)). Quitte a` choisir  petit par rapport a` , les points d'intersections sont





sont dans K), on en deH duit que qu'aucune des deux seH paratrices de = (X (x)) n'est
disjointe de K, ce qui me`ne a` une contradiction. On a donc montreH que l'une des seH paratrices
stables de y est libre. Par suite, l'orbite de y est peH riodique.
L'
-limite d'une orbite est connexe. Par conseH quent, l'
-limite de x est reH duite a` l'orbite de y,
c'est-a`-dire que x appartient a` la varieH teH instable de l'orbite de y. 
Lemme 1.7. Toute feuille compacte de la lamination L

est l 'intersection d 'une se&paratrice stable
libre avec 

M. En particulier, L

ne posse%de qu'un nombre xni de feuilles compactes.
F. Be&guin, C. Bonatti / Topology 41 (2002) 119}162 131
DeHmonstration. D'apre`s la remarque preH ceH dente, une feuille de=(K) qui ne contient pas d'orbite
peH riodique ne contient pas de cercle transverse au champ (une telle feuille est un plan feuilleteH
trivialement en droites par les orbites).
Chaque feuille compacte de la lamination L

est donc une composante de l'intersection d'une
des seH paratrices de la varieH teH stable d'une orbite peH riodique avec 

M. Puisque chaque seH paratrice
d'orbite peH riodique est un cylindre trivialement feuilleteH en droites par les orbites, et puisque 

M
est transverse aux orbites, une telle composante intersecte chaque orbite incluse dans la seH paratrice.
Ceci a deux implications :
 Chaque orbite n'intersectant 

M qu'en au plus un seul point, il n'y a qu'une composante
d'intersection entre une seH paratrice de varieH teH stable d'orbite peH riodique et 

M.
 Une telle seH paratrice intersectant 

M est disjointe deK (en e!et, s'il existait un point deK sur la
seH paratrice, l'orbite de ce point intersecterait 

M ce qui est absurde); elle est donc libre.
Tout cercle dansL

est donc l'unique composante d'intersection d'une seH paratrice stable d'une
orbite peH riodique dont la varieH teH stable est bord avec 

M. Il n'existe qu'un nombre "ni de telles
orbites et donc de telles seH paratrices, ce qui conclut. 
Lemme 1.8. L'ensemble limite de toute demi-feuille de L

est exactement constitue& d 'une feuille
compacte.
(Il arrive que la laminationL

ne soit pas orientable, c'est pourquoi nous parlons simplement
d'ensemble limite de demi-feuille pluto( t que d'ensemble 
 et -limite.)
Remarque. Si l'ensemble limite d'une demi-feuille d'une lamination d'une surface compacte con-
tient un point d'une feuille compacte, alors il est eH gal a` cette feuille compacte.
Demonstration. SoitL une feuille deL

, intersection de la varieH teH stable d'un point x de K et de


M et soit y un point de L. Notons  le chemin disjoint de K, inclus dans=(y)M, joignant
y a` un point x deK, obtenu de la fac7 on suivante : on suit l'orbite positive de y jusqu'a` rencontrer un
point y appartenant a` la varieH teH stable locale de K, puis on suit le segment I de varieH teH stable forte
de jusqu'au premier point x de K (voir Fig. 2).
La varieH teH instable de x est alors bord puisque le segment I de varieH teH stable forte de x est
disjoint de=(K) (voir remarque page 129). D'apre`s le lemme 1.6, cette feuille instable est la varieH teH
instable d'une orbite peH riodique. L'orbite neH gative de x s'accumule donc sur une orbite peH riodique.
L'intersection de l'orbite neH gative de x	 avec 

M est incluse dans la feuille L de L

. En
e!et, l'orbite neH gative de tout point de x	 coupe 

M en un point et un seul. Par transversaliteH ,
le `temps d'intersectiona est continu et, par suite, l'intersection de l'orbite neH gative de x	 avec


M est connexe donc incluse dans L.
Soit p un point de l'ensemble 
-limite de x (p est donc peH riodique). La longueur des images de
I par les temps neH gatifs du #ot ne tend pas vers 0 donc l'ensemble 
-limite de I contient un segment
de la varieH teH stable forte de p. La structure de produit locale permet de montrer que l'inteH rieur de ce
segment ne contient pas de point de K (l'inteH rieur du segment I est disjoint de K) ; l'inteH rieur de ce
segment est donc inclus dans une seH paratrice stable libre de l'orbite de p. Nous avons vu que
132 F. Be&guin, C. Bonatti / Topology 41 (2002) 119}162
Fig. 2. L'ensemble limite de toute demi-feuille est une feuille compacte.
l'intersection deM avec une seH paratrice libre est une couronne bordeH e par l'orbite peH riodique et par
une feuille compacte C deL

. La varieH teH stable forte de p coupe alors C en un point q. D'apre`s le
-lemma, l'orbite neH gative de I contient en fait une des deux seH paratrices de la varieH teH stable forte de
p dans son adheH rence ; ceci implique que q appartient a` l'adheH rence de l'intersection de l'orbite
neH gative de I avec 

M, c'est a` dire implique que q est dans l'adheH rence de L.
D'apre`s notre remarque initiale, ceci implique qu'une des demi-feuilles de L a pour ensemble
limite la feuille compacte C.
Maintenant consideH rons une demi-feuille quelconque. Son ensemble limite est formeH de feuilles
entie`res, chacune contenant dans son adheH rence une feuille compacte. Toujours d'apre`s la remar-
que initiale, l'ensemble limite de la demi-feuille consideH reH e est une feuille compacte. 
Pour comprendre maintenant la topologie de 

M=(K), nous avons d'abord besoin d'un
lemme de topologie geH neH rale des surfaces.
Lemme 1.9. Etant donne& une famille inxnie  de cercles plonge& s dans une surface compacte
S deux-a% -deux disjoints, l 'une des deux proprie& te& s suivantes est ve& rixe& e :
 il existe une famille inxnie de disques ferme& s de S deux-a% -deux disjoints borde& s par des cercles de ,
 il existe une famille inxnie de couronnes ferme&es dans S, deux-a% -deux disjointes, chacune de ces
couronnes e& tant borde& e par deux cercles de .
DeHmonstration. Rappelons d'abord que pour toute surface compacte a` bord il existe un entierN tel
que, toute famille de N courbes fermeH es simples disjointes traceH es sur cette surface posse`de deux
courbes homotopes. On en deH duit que la famille  posse`de une sous-famille in"nie de courbes
toutes homotopes entre-elles ; nous pouvons donc supposer que  posse`de deH ja` cette proprieH teH .
Quitte a` se restreindre a` une composante connexe de S contenant une sous-famille in"nie de , on
peut supposer S connexe.
 Supposons d'abord que les courbes de  ne sont pas homotopes a` zeH ro, et coupons la surface le
long de l'une d'entre elles. On obtient ainsi une surface compacte a` bord sur laquelle une
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sous-famille in"nie de  (que nous noterons encore ), est homotope a` l'une des composantes


du bord. Cette famille est alors naturellement totalement ordonneH e par l'inclusion des
couronnes dont le bord est formeH d'une de ses courbes et de 

.
Il reste alors a` remarquer qu'un ensemble E in"ni totalement ordonneH contient une suite in"nie
croissante ou une suite in"nie deH croissante. Pour cela consideH rons e

3E tel que l'ensemble des
points supeH rieurs a` e






tel que l'ensemble des points supeH rieurs a` e

soit in"ni. On construit ainsi par
reH currence la suite croissante, a` moins que le proceH deH ne s'arre( te...par une suite deH croissante.





 Supposons deH sormais que les courbes de  sont toutes homotopes a` zeH ro. Coupons la surface le
long de l'une d'entre elles. Une des deux composantes obtenues contient une sous-famille in"nie
de  qui sont ou-bien toutes homotopes a` une composante du bord (auquel cas on est rameneH au
cas preH ceH dent), ou bien toutes homotopes a` zeH ro. Cette surface n'eH tant pas la sphe`re chacune de
ces courbes borde exactement un disque. Deux de ces disques ou bien sont disjoints ou bien l'un
est inclus dans l'autre.
S'il existe une courbe 

telle que l'ensemble des disques qui la contiennent est in"ni, alors ces
disques sont totalement ordonneH s par l'inclusion, et l'on ache`ve de la me(me fac7 on que le premier
cas.
Sinon, pour toute courbe , l'ensemble des disques qui la contient est "ni et notons n() son
cardinal. Remarquons que les disques bordeH s par les courbes telles que n() ait une valeur donneH e
sont deux a` deux disjoints : s'il existe n tel que l'ensemble des courbes  telles que n()"n est in"ni,





)"i, que le disque bordeH par 
	
est inclus dans celui bordeH par 

et contient






Lemme 1.10. Toute famille de cercles plonge& s dans 

M, deux-a% -deux disjoints, deux-a% -deux non
homotopes dans 

M=(K) et dont aucun ne borde de disque dans 

M=(K) est xnie.
DeHmonstration. Supposons, au contraire, qu'il existe une famille C

	 in"nie satisfaisant aux
conditions du lemme 1.10. Chacun des disques et des couronnes donneH s par le lemme 1.9 doit
rencontrer, par hypothe`se sur la famille C

	, la lamination L

. Le lemme 1.8 montre alors que
chacun de ces disques ou couronnes contient une feuille compacte de L

. Ces feuilles compactes
eH tant en nombre "ni (voir lemme 1.7), on obtient une contradiction. 
En conseH quence du lemme 1.10, nous pouvons choisir une famille C

,2,C	 maximale parmi
les familles de cercles plongeH s dans 

M, deux-a`-deux disjoints, deux-a`-deux non homotopes dans


M=(K) et dont aucun ne borde de disque dans 





En deH coupant 

M le long des cercles C

, on obtient une surface compacte avec 2n composantes
de bords. Notons SI la surface obtenue en collant un disque sur chacune de ces composantes de










sont des disques deux-a`-deux disjoints.
De plus, les C

eH tant tous disjoints deL

, la surface SI est naturellement munie d'une lamination
qu'on notera LI 

. Cette lamination est disjointe, par construction, de tous les disques D

.
Lemme 1.11. Tout cercle plonge& dans SI , et disjoint de LI 

, borde un disque disjoint de LI 

.
DeHmonstration. Soit CI un tel cercle. Les disques D

eH tant deux-a`-deux disjoints et disjoints de la
laminationLI 

, le cercle CI est homotope dans SI LI 

a` un cercle disjoint desD

. Il correspond alors
a` un cercle C de 

M disjoint de L

et disjoint des cercles C

. La famille C

eH tant maximale, on
a une des deux situations suivantes :




; ce disque est alors neH cessairement disjoint des C

(car
C est disjoint des C

et car les C





) et induit donc un
disque sur SI , bordeH par CI , et disjoint de LI 

.




bordeH e par C et un des C

; cette couronne est alors








). La reH union de




induit alors un disque sur SI , disjoint deLI 

, et bordeH
par CI . 
Nous devons maintenant reH aliser une chirurgie sur M munie de X, de manie`re a` induire sur le
bord d'entreH e la chirurgie qui transforme 

M en SI . Nous avons pour cela besoin du lemme suivant
que nous reH utiliserons souvent dans la suite.
Lemme 1.12. Soit N un voisinage xltrant d 'un ensemble selle ¸ d 'un champ de Smale >. Soit D un
compact de 

N disjoint de =(¸).
L'orbite de D dans N est diwe&omorphe a% D[0,1] et le champ > en restriction a% cette orbite est
topologiquement e&quivalent au champ /t ou% on a place& des coordonne& es (x, t) sur D[0,1].
DeHmonstration. L'ensemble D est disjoint de =(¸) donc l'orbite de tout point de D coupe donc


N au bout d'un temps "ni, strictement positif. Ce temps de sortie eH tant di!eH rentiable et D eH tant
compact, on peut ramener le temps de sortie de tout point de D a` 1, simplement en multipliant
> par une fonction di!eH rentiable strictement positive, ce qu'on appellera renormalisation de >.



















N, ce qui contredit le fait que toute
orbite coupe 

N en un point et un seul (N est un voisinage "ltrant).
L'application (x, t)C>K (x) (ou` >K est la renormalisation du champ > construite ci-dessus) reH alise
alors un di!eH omorphisme entre D[0,1] et l'orbite de D dansN : c'est un di!eH omorphisme local, il
est injectif gra( ce a` la remarque preH ceH dente. Le champ /t de D[0,1] est envoyeH par ce
di!eH omorphisme sur le champ >K . 
Remarque. Le lemme 1.12 a pour conseH quence que, pour tout compact D de 

N=(¸) et tout
di!eH omorphisme h de 

N comKncidant avec l'identiteH hors de l'inteH rieur de D, on peut prolonger h
en une eH quivalence topologique de (N,>) vers lui-me(me. Cette eH quivalence est reH aliseH e via le
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di!eH omorphisme, eH gal a` l'identiteH sur le compleHmentaire de l'orbite de D, qui envoie
(x, t)3O(D)KD[0,1] sur (h(x), t)3D[0,1].
Pour tout cercle C

de la famille maximale choisie preH ceH demment, l'orbite de C

dansM est donc
di!eH omorphe a` S[0,1] via un di!eH omorphisme envoyant la restriction X sur /t (quitte
a` multiplier X par une fonction di!eH rentiable strictement positive). DeH coupons M le long de ces
cylindres. On obtient alors une varieH teH de dimension 3 a` bords et arre( tes, posseH dant un bord





les deux cylindres correspondants a` l'orbite positive C

.
Sur chaque cylindre 

, on recolle le cylindre plein D

[0,1] muni du #ot /t via un
di!eH omorphisme recollant les champs. Notons MI  la varieH teH a` bord ainsi construite. C'est une
varieH teH munie par construction d'un champ XI , transverse aux bords. Notons en"n MI l'union des
composantes connexes de MI  contenant au moins un point du maximal invariant de MI .
Proposition 1.13. Le couple (MI ,XI ) est un mode% le du germe [X,K].
DeHmonstration. Le maximal invariantKI deMI est par construction inclus dansMI  priveH de l'union
des cylindres pleins D

[0,1], et la restriction de XI a` MI  priveH e des D

[0,1] est eH gale (a`
renormalisation pre`s) a` la restriction deX a`M priveH e de l'orbite des C

. En particulier, le germe de
XI le long de KI est eH gal au germe de X le long de K.
Le bord de MI est, par construction, homeH omorphe a` la reH union de certaines composantes de SI ,
via un homeH omorphisme envoyant=(KI )

MI sur LI 

. Par conseH quent, tout cercle plongeH sur


MI , disjoint de =(KI ) borde un disque sur 

MI disjoint de =(KI ).
En"n, toute composante de MI contient au moins un point de KI . 
Remarques.
 Toute composante de 

MI rencontre =(KI ). En e!et, s'il existait une composante S de 

MI
disjointe de=(KI ), le satureH par le #ot de S dansMI serait une composante deMI disjointe deKI .
 La proceH dure de construction montre que les proprieH teH s suivantes caracteH risent le mode`le d'un
germe. Le germe du germe [X,K] est le voisinage "ltrant abstrait de K :
(i) dont toute composante connexe rencontre K,
(ii) dont le bord d'entreH e a un nombre de composantes connexes qui est maximal (parmi les
voisinage "ltrants veH ri"ant (i))
(iii) dont le bord d'entreH e a une caracteH ristique d'Euler minimale (parmi les voisinage "ltrant
veH ri"ant (i) et (ii)).
1.3. UniciteH du mode`le





invariants respectifs. On doit montrer que ces deux mode`les sont globalement topologiquement
eH quivalents.




tels que les restrictions de > et
Z a` ; et < sont topologiquement eH quivalentes. On notera h un homeH omorphisme reH alisant cette
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eH quivalence. On voudrait eH tendre l'eH quivalence topologique aux satureH s par les #ots> et Z de; et
<. La di$culteH essentielle sera que certaines orbites de> ouZ peuvent entrer et sortir plusieurs fois
des voisinages ; et <.
Une autre di$culteH est le fait que h soit une eH quivalence entre les restrictions de > et Z au









) la varieH teH stable locale de K

dans ;, c'est a` dire l'ensemble des




) est inclus dans=(K

))












). (De me(me pour les varieH teH s instables.)
Remarques.




>(N). L'intersection de toute orbite de > dans N avec N

est
connexe. En e!et, chaque orbite de> dansN est homeH omorphe a` un intervalle de  et on lui o( teH
dans N

un intervalle de temps ¹ a` partir de chacune de ses extreHmiteH s "nies s'il y en a.
 La famille N

forme une base de voisinages compacts de K

. Ceci provient de la compaciteH de
N et du fait que K

est le maximal invariant de N.
 Si = est un voisinage de K

telle que l'intersection de toute orbite de > dans N avec = soit
connexe, tout voisinage = de K

inclus dans =, invariant dans = par le #ot de > posse`de
eH galement la proprieH teH de =.















(De meL me pour la varie& te& instable de K

et de meL me pour les varie& te& s stables et instables de K

.)




posse`de la proprieH teH requise,




posse`de eH galement cette proprieH teH .
Il su$t alors de remarquer qu'un voisinage;

L;convient de`s lors que toute orbite qui sort de
;

n'y rentre plus. On peut donc prendre un voisinage N

deH "nit a` la remarque preH ceH dente avec
¹ su$sament grand pour que N

soit inclus dans ;. 















































et de me(me pour les varieH teH s instables,
















(i) Les restrictions de > et Z a% ; et < sont topologiquement e&quivalentes.
(ii) L'intersection de toute orbite de > dans N avec ; est connexe (donc est un intervalle de cette
orbite). De meL me, l 'intersection de toute orbite de Z dans O avec < est connexe.
(iii) D'apre% s le point pre&ce&dent chaque orbite a au plus un point d 'entre& e et un point de sortie dans;








< les ensembles des points d 'entre& e et de
sortie dans ; et <. Alors ces quatres ensembles sont compacts.
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(deH "ni dans les remar-






















Le bord de ;




























. L'intersection d'une orbite de
> dans N avec ;






par h est un voisinage de K



































N) est disjoint de =(K


















est disjoint de =(K

). L'orbite










, le temps de sortie est borneH ;
soit alors! un minorant de ce temps de sortie.











de sortie est borneH ; quitte a` augmenter , c'est un majorant de ce temps de sortie.
En remarquant que le temps de sortie par 

O des orbites neH gative tend vers!R quand on
s'approche de=(K








segment d'orbite neH gative de 0 a`!2 de tout point de F est disjoint de 

O. Ceci implique que




et donc de <

.






tel que l'orbite neH gative de tout




et donc de <

.
On enle`ve de <






















est un voisinage de K








donc l'orbite positive de tout point su$sament proche de K

, si elle sort de <

, sort en fait de
<

par F ; de me(me, l'orbite neH gative de tout point su$sament proche deK

, si elle sort de<

, sort





est compact, il su$t de voir qu'on a o( teH a`<

des parties ouvertes: Soit x un
point de <

dont l'orbite positive sort de <

mais pas par F. Soit un temps t tel que Z(x) soit hors
de <

et que le segment d'orbite entre x et Z(x) ne rencontre pas F. Il existe un voisinage de x tel
que pour tout point y dans ce voisinage,Z(y) soit hors de<

et tel que le segment d'orbite entre y et
Z(y) soit disjoint de F. Ce voisinage de x est disjoint de<

. De me(me pour les points x dont l'orbite
neH gative sort de <

mais pas par E.


























dont l'orbite positive sort de <

sort par F. Son orbite positive intersecte donc
<









). Toute orbite de > intersecte;



















contenus dans les inte& rieurs deN et
O et ve& rixant les conditions (i)}(iii) du lemme 1.16. On peut prolonger l 'e&quivalence topologique h aux
sature& s ;K et <K des voisinages ; et < par les yots de > et Z.
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DeHmonstration. Notons;K et <K les satureH s respectivement par > et Z de voisinages; et < donneH s
par le lemme 1.16. Le voisinage invariant ;K se deH compose en trois parties :
 le voisinage ;,
 l'ensemble O(;) des points dont l'orbite positive coupe le bord d'entreH e 

;,
 l'ensemble O	(;) des points dont l'orbite neH gative coupe le bord de sortie 

;.










Par une deHmonstration analogue a` celle du lemme 1.12, en utilisant l'existence et l'uniciteH du
temps de sortie de l'orbite neH gative d'un point de O(;) par 

N, on montre que O(;) est
homeH omorphe au produit 

;[0,1] via un homeH omorphisme envoyant la restriction de > (a`
renormalisation pre`s), sur le champ /t (le temps de sortie est strictement positif car ; est inclus
dans l'inteH rieur de N).




On peut de me(me deH "nir O(<) et O	(<). On a bien su( r les me(mes proprieH teH s en remplac7 ant;
par <. En particulier, O(<) est topologiquement eH quivalent a` 

<[0,1] muni du champ /t).





<[0,1]. De me(me de O	(;) dans O	(<). 
Nous aurons besoin dans la suite de la variante suivante du lemme 1.17 :





respectivement dans les inte& rieurs de N et O tels que :
 l 'intersection de toute orbite de > dans N avec ; est connexe,
 l 'intersection de toute orbite de Z dans O avec < est connexe,
 il existe un home&omorphisme h de ; sur < re&alisant une conjugaison entre > et Z.
Alors h se prolonge en un home&omorphisme re&alisant une e&quivalence topologique entre > et
Z de&xnie sur les sature& s de ; et < par les yots de > et Z.
DeHmonstration. Onmultiplie> par une fonctionC deH "nie surN, positive, eH gale a` 1 sur; et nulle
exactement sur le bord deN. On note>I le champ obtenu. On note de me(me ZI , le champ obtenu en
multipliant Z par une fonction C deH "nie sur O, positive, eH gale a` 1 sur < et nulle exactement sur le
bord de O. Les #ots de >I et ZI dans N et O sont complets.
Nous pouvons prolonger l'homeH omorphisme de conjugaison h aux satureH s de ; et < par les
#ots de >I et ZI : pour tout point x du satureH de ;, il existe un reH el t et un point x de ; tel que
x">I (x) ; on deH "nit alors naturellement hI en x par hI (x)"ZI (h(x)). Ceci ne deH pend pas du couple
(x, t) tel que x">I (x) choisi car h est une conjugaison et car l'intersection de toute orbite de
> donc de >I avec ; est connexe. Le prolongement de h ainsi deH "ni envoie le satureH de ; pour la
#ot de>I sur le satureH de< pour le #ot deZI . Ces satureH s comKncident avec les satureH s de; et< pour
les #ots de > et Z intersecteH s avec int(N) et int(O).
Pour un point x du satureH de ;, l'orbite positive de x pour >I :
 soit comKncide avec l'orbite positive de x pour > si cette dernie`re orbite positive ne sort pas de N,
 soit tend vers l'unique point intersection de l'orbite positive de x pour > avec 

N.
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On a les proprieH teH s analogue pour les orbites neH gatives de >I et > (avec 

N) et pour les orbites
positives et neH gatives de ZI et Z.
On en deH duit que hI se prolonge par continuiteH en une eH quivalence topologique entre > et
Z deH "nie sur les satureH s dans N et O de ; et < (pour les #ots de > et Z). 
Remarque. Notons 

;K l'intersection du voisinage;K donneH par le lemme 1.17 avec 

N. On peut




N inclus dans 

;K tel que A soit une sous-surface compacte
a` bords de 






N. En consideH rant ;K priveH de l'orbite dans N du compleHmentaire de A dans 

N et









O sont des surfaces compactes.
Le lemme suivant termine la deHmonstration du theH ore`me 0.3.





invariants dans N et O, tels que que les restrictions de > et Z a% ;K et <K sont topologiquement




O sont des surfaces compactes dont









N est, par hypothe`se, une sous-surface compacte a` bord de 

N. Chaque
composante du bord de cette surface borde dans 

N un disque disjoint de =(K

) et un seul.
L'inteH rieur de ce disque est disjoint de ;K : ceci car toute composante de ;K 

N est, a priori, soit
incluse, soit disjointe de ce disque et car chaque composante contient un point de =(K

). Ceci
montre par ailleurs que les disques disjoints de =(K

) bordeH s par les composantes de bord de
;K 

N sont deux a` deux disjoints.
Soit h un homeH omorphisme reH alisant l'eH quivalence entre les restrictions de > et Z a` ;K et <K . Les
composantes de bord de <K 

O bordent des disques deux a` deux disjoints et disjoints de=(K

)
(pour la me(me raison que pour ;K dans 

N). On obtient une eH quivalence globale en recollant
l'eH quivalence reH aliseH e par h de ;I sur <I a` une eH quivalence sur les cylindres pleins constitueH s par les




O compleHmentaire de ;K et <K (donneH e par le lemme 1.12). 
Remarque.
 Il n'existe bien qu'une seule fac7 on de recoller des copies de (D[0,1],/t) sur des bords
tangents disjoints des varieH teH s invariantes. En e!et, si on recolle un disque sur chacune des
composantes de bord d'une surface compacte a` bord, cela de deux manie`re di!eH rentes, les reH sultats
sont des surfaces di!eH omorphes via un di!eH omorphisme eH gal a` l'identiteH hors d'un voisinage
arbitrairement petit des cercles de recollement; on conclut gra( ce a` la remarque suivant 1.12.
 Nous avons deH "ni le mode`le en particulier par la proprieH teH `tout cercle sur le bord d'entreH e,
disjoint de la varieH teH stable borde un disque dans la face d'entreH e, eH galement disjoint de la varieH teH
stablea. Il aurait eH teH eH quivalent d'utiliser la me(me proprieH teH pour des cercles sur le bord de sortie
disjoints de la varieH teH instable.
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En e!et, tout cercle sur le bord de sortie, disjoint de la varieH teH instable, se projette, le long des
orbites en un cercle sur le bord d'entreH e, disjoint de la varieH teH stable. Si ce cercle borde un disque
disjoint de la varieH teH stable, il su$t de projeter ce dernier disque sur le bord de sortie via son orbite
positive.
2. Type geH omeH trique : preH sentation 5nie du mode`le
Dans cette section, on deH "nit une combinatoire deH crivant les intersections des rectangles d'une
partition de Markov avec leurs images par une application de premier retour: le type geH omeH trique.
On montre alors que deux ensembles selles satureH s admettant des partitions de me(me type
geH omeH trique ont me(me germe et, par conseH quent, ont me(me mode`le (a` eH quivalence topologique
pre`s).
2.1. Type geH omeH trique d 'une bonne partition de Markov
Pour un ensemble selle satureH K d'un champ X, Bowen a remarqueH (voir [6]) qu'il existe une
section locale: simplement une surface  compacte, eH ventuellement a` bords, non neH cessairement
connexe, transverse au champ, telle que toute orbite de K coupe  et telle que le bord de  soit
disjoint de K. L'application de premier retour sur cette surface n'est bien su( r que partiellement
deH "nie.
Nous appellerons rectangle R un plongement h de classe C de IJ dans une section transverse
a` K, ou` I et J sont deux segments non triviaux de . Le bord horizontal de R (on dira aussi le bord
stable) sera R"h(IJ) et son bord vertical (on dira aussi son bord instable) sera R"h(IJ).
On supposera toujours un tel rectangle R muni de deux feuilletages F et F de classe C,
a` feuilles C, triviaux, transverses l'un a` l'autre, invariants par l'application de premier retour sur
 et tels que R soit constitueH de deux feuilles deF et R soit constitueH de deux feuilles deF.
Les feuilles de F seront dites horizontales et celles de F verticales.
On appellera sous-rectangle horizontal de R tout rectangleH inclus dans R tel que H soit inclus
dans R et tel que H soit constitueH de deux feuilles du feuilletageF deR. De me(me, on appellera
sous-rectangle vertical de R tout rectangle< inclus dansR tel que < soit inclus dans R et tel que
H soit constitueH de deux feuilles du feuilletage F de R.
Etant donneH une section locale  deK et un rectangle R dans , on dira que le premier retour de
R est bien de&xni si l'orbite positive de tout point de R recoupe  et si le premier retour des points se
fait en temps continu (il su$t pour cela que le premier retour de R soit disjoint du bord de ). Un
rectangle contenant un point deK et de diame`tre su$sament petit posse`de toujours cette proprieH teH
(car K est inclu dans l'inteH rieur de ).
Si R posse`de cette proprieH teH , on peut renormaliser le champ (c'est a` dire le multiplier par une
fonction C strictement positive) de fac7 on a` ce que l'application de premier retour, que l'on note f,
comKncide avec le temps 1 du #ot en restriction a` R.
On appellera alors cube associe& au rectangle R l'ensemble C constitueH de l'union des segments
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Fig. 3. Une bonne partition de Markov.
DeH 5nition 2.1. On appellera bonne partition de Markov de K la donneH e d'une section locale  de
K et d'une collection "nie de rectangles disjoints R

,2,R dans  tels que :
 K soit recouvert par l'union des inteH rieurs des R

etK est le maximal invariant de l'union des
cubes associeH s aux R

,
 Pour tous i, le premier retour de R

sur  est bien deH "ni ; notons le f (R

).




a un nombre "ni de composantes. Chacune de ces
composantes est a` la fois un sous-rectangle horizontal de f (R

) et un sous-rectangle vertical de
R

. De plus, on exige que R

soit disjoint de cette intersection ainsi que f (R

). (voir Fig. 3).
 Il existe une meH trique sur  telle que pour tout x appartenant a` unR

tel que f (x) soit dans unR

,
tout vecteur tangent en x a`F soit contracteH par f et tout vecteur tangent en x a`F soit dilateH
par f.
Remarque. Soit R une bonne partition de Markov de K, alors l'union ; des cubes associeH s aux
rectangles de R est un voisinage de K.




; on sait que K est inclus dans l'inteH rieur de R. Tout point x de
K appartient a` un segment d'orbites d'extreHmiteH s dans  et d'inteH rieur disjoint de . Notons
x

l'origine de ce segment ; il appartient a` l'inteH rieur de R. Le point x appartient alors a` l'inteH rieur
de;"

X(R). Si x est un point deK, alors x appartient a` int(R)int( f (R)). Un voisinage de




Dans la suite, quand on conside`rera une partition de Markov R"R

	, on sous-entendra la
donneH e de  sur laquelle sont traceH s les R

et telle que les premiers retours des R

sur  soient bien
deH "nis.
En adaptant leH ge`rement les reH sultats de la litteH rature a` notre deH "nition, on obtient :
Proposition 2.2. Il existe des bonnes partitions de Markov (au sens ci-dessus) de K.
ScheHma de deHmonstration. R. Bowen a montreH l'existence de partitions de Markov par rectangles
disjoints pour l'intersection d'un ensemble selle avec une section locale (voir [6]) ; les rectangles de
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Bowen ne sont cependant pas des rectangles geH omeH triques au sens ou` nous l'entendons mais des
ensemble inclus dans K ayant une structure de produit.
On peut cependant deH duire d'une partition au sens de Bowen une partition par des rectangles
geH omeH triques semblables aux no( tres et disjoints, comme le font Birman et Williams (voir [4],
deHmonstration du lemme 2.3). Les partitions de Birman et Williams sont constitueH e de rec-
tangles dont les bords ne sont pas disjoints deK (les bords sont inclus dans les varieH teH s invariantes
de K).
Il su$t d'augmenter leH ge`rement ces rectangles pour obtenir une bonne partition de Markov au
sens deH "ni ci-dessus. L'existence des feuilletages invariantsF etF respectivement contracteH s et
dilateH s par l'application de premier retour, contenant les co( teH s horizontaux et verticaux des
rectangles est montreH e dans [19, chapitre 2.3]. 
On ne va retenir d'une partition de Markov que la fac7 on dont chaque f (R

) coupe les di!eH rents
R

, c'est a` dire selon combien de sous-rectangles verticaux, lesquels, dans quel ordre et dans quels
sens.
DeH 5nition 2.3. On appellera type geH omeH trique abstrait la donneH e de :
 Un entier n30	.
 Pour tout i31,2, n	 deux entiers h , v30	 tels que h"v .
 Une application  de l'ensemble i31,2, n	, j31,2, h		 dans l'ensemble k31,2, n	,
l31,2, v
		!,#	, induisant une bijection par `oubli des signesa.
On explique a` preH sent comment associer un type geH omeH trique a` une bonne partition deMarkov.
Par hypothe`se, la varieH teH M est orientable. Tout rectangle est donc muni d'une orientation induite
(une orientation directe du rectangle suivi de celle du #ot est l'orientation ambiante). Le choix d'une
orientation des verticales d'un rectangle induit alors une orientation des horizontales (l'orientation
des horizontales suivie de celle des verticales donne l'orientation du rectangle).
DeH 5nition 2.4. Soit R"R

	 une bonne partition de Markov et un choix des orientations des
horizontales et des verticales. Le type geH omeH trique de R est un type geH omeH trique abstrait comme
deH "ni ci-dessus tel que :
 n est le nombre de rectangles de R.
 pour tout i)n, h






. Ces composantes connexes sont, par deH "nition d'une bonne partition deMarkov, l'image
de sous-rectangles horizontaux de R





ces sous-rectangles numeH roteH s dans
l'ordre induit par l'orientation des verticales de R

.
 de me(me, pour tout k)n, v















ces sous-rectangles verticaux de R


numeH roteH s dans l'ordre
induit par l'orientation horizontales de ce rectangle.











. L'application envoie alors (i, j) sur ((k, l),) ou` "#1 si l'orientation des verticales de f (H

)
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2.2. Le type geH omeH trique caracteH rise le mode`le
L'uniciteH du mode`le d'un germe de champ de vecteurs le long d'un ensemble selle satureH
(theH ore`me 0.3) implique que le theH ore`me 0.4 est une conseH quence directe de la propostion suivante :
Proposition 2.5. Soit K et ¸ des ensemble selles sature& s de champs X et >. On suppose que K et
¸ admettent des partitions de Markov R et S de meL me type ge&ome& trique.
Alors il existe un home&omorphisme h de l 'union des cubes associe& s a% R sur l 'union des cubes
associe& s a% S, conjuguant une renormalisation de X a` une renormalisation de >. En particulier, les
germes de X et > le long de K et ¸ sont e&gaux.
De plus, l 'image par h du rectangle feuillete& R

de R est le rectangle feuillete& S

deS, et h pre& serve
les orientations des horizontales et des verticales de ces rectangles.
La notion d'application markovienne et la proposition 2.7 sont de leH ge`res adaptations d'une
notion et d'un reH sultat de [5].
DeH 5nition 2.6. On appellera application markovienne unidimensionnelle toute application g telle
que :
 l'image de g est une union "nie de segments I

,2, I disjoints orienteH s,







deux a` deux et disjoints des extreHmiteH s des I





 g est un homeH omorphisme de chaque J











) est d'inteH rieur vide.
On deH "nit le type combinatoire  d'une telle application markovienne g dans le me(me esprit qu'a
eH teH deH "ni le type geH omeH trique : c'est une `bijection signeH ea qui a` chaque couple (i, j) associe un





et ou` "$ suivant que g est croissante ou deH croissante sur J

.





,2, I les segments images de g et g et J et J leurs intervalles de de&xnition. On suppose que g et g
sont de meL me type.
Alors g et g sont topologiquement conjugue& es via un home&omorphisme envoyant l 'intervalle oriente&
I

sur l 'intervalle oriente& I

.
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Fig. 4. Un exemple de graphe d'application markovienne unidimensionnelle.























J ont me(me nombre de composantes, qui sont toutes des intervalles.
Chaque intervalle de I

J est de me(me nature que l'intervalle ayant la me(me position dans I

J
(en fait, les intervalles de I

J sont tous ouverts sauf le premier J












phisme deH "nit de IJ dans IJ ainsi obtenu.
On note O

"IJ et on remarque que g(O

) est disjoint de O

et donc que les g(O

) sont
deux a` deux disjoints. Pour chaque i, g(O

) est une union d'intervalles, ouverts ou semi-ouverts.
Les extreHmiteH s fermeH es des intervalles semi-ouverts se recollent sur des extreHmiteH s ouvertes
d'intervalles de g(O














) et on construit une con-
jugaison entre g et g sur chaque O


par reH currence sur k.
L'homeH omorphisme h

a eH teH "xeH . Supposons donc h






 Si x est dans O







 Sinon g(x) est dans O


et x est dans un des J












. Soit donc h















est un homeH omorphisme sur chaque sous-intervalle de O


. Il est croissant




eH tant ordonneH s de la me(me fac7 on et les restrictions de g et g a` ces
sous-intervalles eH tant simultaneHment croissantes ou deH croissantes. Ces deux proprieH teH s montrent
par ailleurs que h


est continu aux extreHmiteH s des intervalles semi-ouverts de g(O

) : une bijection
croissante entre une union d'intervalles et cette me(me union est neH cessairement continue.
Par hypothe`se, 

g(J) est d'inteH rieur vide, c'est a` dire que O

est dense dans I. Comme
toute bijection croissante d'une partie dense d'un intervalle dans une partie dense d'un intervalle se
prolonge par continuiteH en un homeH omorphisme entre les intervalles, h

se prolonge en un
homeH omorphisme h de I sur I conjuguant g a` g. 
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DeHmonstration de la proposition 2.5. ConsideH rons donc deux transversales  et  de K et




	 de K et ¸ de me(me type geH omeH t-








. NotonsXI  et >I  les temps t des #ots de renormalisations
de X et > faites de fac7 on a` ce que les temps de retour des points de R etS sur  et  soient tous
eH gaux a` 1. On notera  et  les applications de premier retours sur  et  restreintes respective-
ment a` l'ensemble des points de R dont le premier retour sur  est dans R et a` l'ensemble des points
de S dont le premier retour sur  est dans S. On notera en"n; et < l'union des cubes associeH s aux
rectangles de R et S.
Rappelons que R et S sont tous deux munis de feuilletages stables et instables invariants.
En quotientant R par le feuilletage stable, on obtient un espace homeH omorphe a` une union de
segments disjoints et par passage au quotient de  une applicationmarkovienne unidimensionnelle
 deH "nie sur cette union de segments.
On obtient par le me(me passage au quotient pour  une application markovienne  de me(me
type combinatoire que  (car R etS ont me(me type geH omeH trique). D'apre`s la proposition 2.7, les
applications markoviennes,  et  sont donc conjugueH es.
En consideH rant cette fois,  et , et en quotientant par les feuilletages instables, on obtient
eH galement des applications markoviennes unidimensionnelles  et  conjugueH es.
Comme le feuilletage stable et le feuilletage instable construisent des coordonneH es globales sur
R et S, et comme R et S sont de me(me type geH omeH trique, les conjugaisons entre applications
unidimensionnelle induisent une conjugaison h entre  et  de R sur S (pour une deHmonstration
deH tailleH e, voir [5, proposition 5.4.1]).
Cette conjugaison implique que l'on peut deH "nir l'application continue H : ;P< qui a` tout
point XI (x), x3R, t3[0,1] associe >I (h(x)). Cette application est un homeH omorphisme qui reH alise
une conjugaison entre les #ots (renormaliseH s) XI  et >I .
Des proprieH teH s des conjugaisons entre  et  et entre  et  donneH es par la proposition 2.7, on
deH duit que H envoie le rectangle R

sur le rectangle S

en preH servant les orientations des
horizontales et des verticales. 
2.3. Equivalences du mode`le et partitions de Markov
La proposition 2.5 et le theH ore`me 0.3 impliquent que deuxmode`les dont les maximaux invariants
admettent des partitions de Markov R et S de me(me type geH omeH trique sont globalement
topologiquement eH quivalent via un homeH omorphisme h. Cependant, rien n'indique que l'on peut
choisir h de fac7 on a` ce que l'image de la partition R soit la partition S (car le lemme 1.16 utiliseH
pour montrer 0.3 reH duit les voisinages sur lesquels on a l'eH quivalence a priori). Ceci est d'ailleurs
a priori impossible sans hypothe`se suppleHmentaire sur les partitions R etS. Nous allons montrer
qu'une hypothe`se suppleHmentaire convenable est que l'intersection de toute orbite avec l'union des
cubes associeH s aux rectangles de R soit connexe. Plus preH ciseHment, nous allons montrer les deux
proposition suivantes :
Proposition 2.8. SoitX un champ de Smale etM un voisinage xltrant d 'un ensemble selle sature& K de
X. Il existe des bonnes partitions de Markov deK dont l 'union des cubes est incluse dans l 'inte& rieur de
M et tel que l 'intersection de toute orbite de X dans M avec l 'union des cubes est connexe.
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Remarque. La proprieH teH `l'intersection des cubes avec toute orbite de X dans M est connexea est
en fait indeH pendante du choix du voisinage isolantM. En e!et,M eH tant un voisinage isolant, toute
qui en sort n'y revient plus.
DeH 5nition 2.9. Une partition de Markov R telle que l'intersection de l'union des cubes associeH s
a` R avec toute orbite du #ot est connexe sera dite essentielle.









O des partitions R et S essentielles et de meL me type ge&ome& trique.
Alors toute conjugaison entre des renormalisations de> et Z de&xnie de l 'union des cubes deR dans





Remarque. En fait, nous montrons, dans [3] que, si ¹ est le type geH omeH trique ¹ d'une partition de
K dansM, il existe une partition essentielle deK dans le mode`le de [X,K] de type geH omeH trique ¹.
Cependant, il existe des partitions de K non essentielles dansM et il existe des partitions deK qui
ne sont incluses dans aucun voisinage "ltrant de K.
DeHmonstration de la proposition 2.8. On conside`re d'abord une partition R"R

	 de K dans
l'inteH rieur de M (il en existe car il existe des partitions dont les rectangles sont de diame`tres
arbitrairement petits). Rappelons que les rectangles de R sont dessineH s sur une section locale de
K que nous noterons  et notons f l'application de premier retour sur . On notera eH galement
R l'union des R

.
Nous appellerons raznement de la partitionR une bonne partition deK dont les rectangles sont
des sous-rectangles des rectangles de R (c'est a` dire sont inclus dans les R

avec des bords inclus
dans les feuilles des feuilletages horizontaux et verticaux des R

). On remarque que les prototypes
de ra$nement de R sont les partitions dont les rectangles sont les composantes connexes de


f (R) pour P et N entier "xeH s.
Lemme 2.11. Il existe un raznement R de R et un temps ¹ tel que pour tout point x de
f (R)R, X(x) est hors de M.
DeHmonstration. Gra( ce aux proprieH teH s des voisinages "ltrants, il su$t de montrer qu'on a un
ra$nement R tel que adh( f (R)R) soit disjoint de=(K). En e!et, l'orbite positive de tout point
de adh( f (R)R) sortira alors deM en temps "ni (ce temps eH tant continu par rapport au point); par
compaciteH de adh( f (R)R) on obtiendra la proprieH teH demandeH e par le lemme.
Notons C l'union des cubes associeH s a` R. Nous avons construit (voir lemme 1.14) un voisinage
; de K tel que=

(K);"=(K);.
Soit R un ra$nement de R tel que l'union des cubes associeH s a` R soit incluse dans ;.
adh( f (R)R) est une union de sous-rectangles horizontaux de f (R) disjointe de K. Chaque
composante de f (R) est un rectangle contenant un point deK qui est donc traverseH de bas en haut
par une feuille deF qui est dans=(K). Chaque composante de adh( f (R)R) est donc traverseH e
par une feuille de F qui est dans =(K).
Toute feuille de =(K) qui rencontrerait une composante de adh( f (R)R) contiendrait une
feuille entie`re deF qui intersecterait toute feuille deF de cette composante. Ceci est impossible
puisque adh( f (R)R) est disjoint de K et K"=(K)=(K). 
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Remarques.
 Dans le cas d'un voisinage "ltrant intrinse`que (voir la remarque suivant 1.1), la me(me deHmon-
stration prouve `Il existe un ra$nement R de R et un temps ¹ tel que pour tout point x de
f (R)R, X(x) n'est plus deH "nia.
 Puisque toute orbite qui sort d'un voisinage "ltrant n'y revient pas, si¹ est un temps qui satisfait
a` la conclusion du lemme preH ceH dent, alors tout temps ¹*¹ satisfait eH galement a` cette
conclusion.
On consideH re un ra$nementR et un temps¹ donneH par le lemme preH ceH dent. La second point de
la remarque ci-dessus nous autorise a` supposer¹ entier. ConsideH rons le ra$nementR deR dont
les rectangles sont les composantes connexes de R"

f (R).
Lemme 2.12. Pour tout point x appartenant a% f (R)R et tout temps t strictement positif, X(x) n'est
pas dans R.
DeHmonstration. Le point x est dans f (R)R donc f (x) est deH "ni et est dans R, mais f (x) n'est
pas dans R. Si il existait un temps i)¹ (entier via la renormalisation habituelle puisque f (x) est
deH "ni) tel que X(x) soit dans R alors pour tout j tel que i)j)i#¹, f (x) serait deH "ni et
appartiendrait a` R. En particulier, f (x) serait dans R, ce qui est impossible.
Remarquons que y"f (x) est dans f (R)R. Par deH "nition de R et de ¹, pour tout t*¹,X(y)
n'est pas dans M et donc, a fortiori, n'est pas dans R. Par conseH quent, comme X(y)"X(X(x)),
pour tout t*¹, X(x) n'est pas dans R (car, si z est dans R, alors, par deH "nition de R,
X(z)"f (z) est dans R). 
Fin de la deHmonstration de la proposition 2.8. Le lemme preH ceH dent montre que toute orbite positive
qui sort des cubes de R n'y rentre plus. Supposons que l'orbite neH gative d'un point x sorte des
cubes deR en un point y puis y rentre a` nouveau en un point z. Alors l'orbite positive de z sortirait
des cubes puis y rentrerait a` nouveau en y. On obtient une contradiction. La partition R est donc
essentielle. 
DeHmonstration de la proposition 2.10. Le lemme 1.18 prouve que toute conjugaison entre des
renormalisations de > et Z deH "nie de l'union des cubes de R dans l'union des cubes de S se
prolonge en une eH quivalence topologique deH "nie sur les satureH s dansN et O des partitionsR etS.
D'apre`s le lemme 1.19, il su$t donc de prouver que les intersections de ces satureH s avec les bords
de N et O sont des surfaces compactes a` bord, ce que fait le lemme ci-dessous. 
Lemme 2.13. Soit M un voisinage xltrant d 'un ensemble selle K d 'un champ X et R"R

	 une
partition essentielle de K. On note  l 'intersection du sature& deR avec 

M. Alors  est une surface
compacte a% bord que l 'on appellera parfois surface d 'entre& e de R.
DeHmonstration. Rappelons que les rectangles de R sont dessineH s sur une section locale de K. On
note f l'application de retour sur cette section locale. On note R l'union des R

.
Par deH "nition d'une partition de Markov, Rf (R) est constitueH e d'un nombre "ni de sous-
rectangles verticaux (compacts) de R. Par suite, R f (R) est une union "nie de sous-rectangles
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Fig. 5. Trace du satureH d'une partition essentielle sur le bord d'un voisinage "ltrant.
verticaux `semi-ouvertsa de R (c'est-a`-dire des sous-rectangles verticaux de R priveH s d'un ou deux
de leurs co( teH s instables). Les adheH rences de ces sous-rectangles `semi-ouvertsa sont deux-a`-deux
disjointes. On note A

,2,A ces sous-rectangles semi-ouverts.
Puisque la partition R est supposeH e essentielle, l'orbite strictement neH gative de tout point d'un
A

est disjointe de R donc :
 coupe 

M (en un et un seul point),





l'ensemble des points de sortie (en suivant l'orbite neH gative) sur 

M des points de A

.
Les deux points ci-dessus montre que chaque B

est di!eH omorphe auA

correspondant donc est un









eH gale a` l'union des B

. On doit donc montrer que B

forme une surface a` bord.
Notons AM







est constitueH des co( teH s instables de AM

qui sont dans





vient donc, au bout d'un temps 1, s'inseH rer dans l'orbite neH gative d'un






est donc homeH omorphe a` l'ensemble obtenu en consideH rant l'union des rectangles
compacts disjoints AM





a` leurs images par f (qui sont
des segments du bord instable des A

). Une ensemble obtenu en recollant un nombre "ni de
rectangles le long d'un nombre "ni de segments de leurs bords forme une surface compacte a` bords
et a` coins avec, a priori, des branchements. Mais "B

est de plus plongeH dans la surface
compacte 

M. On en deH duit que  est une `vraiea surface compacte a` bord et a` coins (voir
Fig. 5). 
Remarque. Remarquons que la preuve du lemme ci-dessus donne une proceH dure de construction
de la surface d'entreH e  par recollement de rectangles.
3. Du mode`le au champ initial
Dans cette partie, nous montrons qu'on peut revenir du mode`le (MI ,XI ) au champ initial X en
restriction a` un voisinage isolantM quelconque deK (tel que toute composante deM rencontreK)
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Fig. 6. Attachement d'une anse.
par un nombre "ni de chirurgies topologiques simples : des attachements d'anses. Nous verrons
qu'un attachement d'anse est deH termineH , a` eH quivalence topologique preH s, par deux composantes
connexes de 

MI =(K). Nous montrerons alors comment coder une composante connexe de


MI =(K) par une combinatoire "nie. On en deH duit une preH sentation "nie de tout voisinage
isolant a` bord transverse de K.
3.1. Attachements d'anses
La construction que nous avons e!ectueH e du mode`le (MI ,XI ) de [X,K] nous indique eH galement
comment revenir par des chirurgies simples sur MI a` notre couple (M,X) initial, au moins
a` eH quivalence topologique pre`s (pourvu que toute composante connexe de M rencontre K).
SoientC et C deux cercles sur 

MI , disjoints de=(K) (on noteK le maximal invariant deMI en
accord avec la premie`re proprieH teH d'un mode`le de [X,K]). Supposons que C et C bordent sur 

MI
deux disques D et D, disjoints l'un de l'autre, et tout deux disjoints de =(K).
Les orbites de D et D dansMI munies de la restriction de XI sont topologiquement eH quivalentes,
via un di!eH omorphisme, a` deux copies disjointes de D[0,1] muni du champ /t. Si on o( te ces
deux cylindres pleins a` MI , on obtient une varieH teH avec un bord d'entreH e, un bord de sortie et deux
cylindres S[0,1] tangents (sur lesquels la restriction de X est eH quivalente a` /t). On peut alors
recoller ces deux cylindres tangents l'un sur l'autre de fac7 on a` recoller les champs et a` obtenir une
varieH teH orientable (il n'existe qu'une seule fac7 on de le faire a` eH quivalence topologique pre`s, par une
remarque analogue a` celle suivant 1.19). On obtient une nouvelle varieH teH munie d'un champ
transverse au bord.
DeH 5nition 3.1. On appellera l'opeH ration preH ceH demment deH crite attachement d'anse sur les cercles
C et C (Fig. 6).
Lemme 3.2. La classe d 'e&quivalence topologique d 'un attachement d 'anse ne de&pend que des com-
posantes connexes de 

MI =(K) dans lesquelles se trouvent les deux cercles sur lesquels on ewectue





deux cercles dans une me(me composante connexe de 

MI =(K)








deux cercles eH galement dans
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une me(me composante connexe de 











Il existe deux compactsD et D sur 










dans son inteH rieur. Il existe alors deux di!eH omorphismes h et









conclut gra( ce a` la remarque suivant 1.12. 
On remarque qu'on peut e!ectuer simultaneHment plusieurs attachements d'anses pourvu que les
disques sur 

MI concerneH s soient disjoints. On peut donc e!ectuer toute suite "nie d'attachements
d'anses sur des cercles disjoints dans un ordre arbitraire.
On peut maintenant montrer la proposition 0.5, c'est-a`-dire montrer qu'on passe du mode`le au
voisinage "ltrant initial par un nombre "ni d'attachements d'anses :
De`monstration de la proposition 0.5. Rappelons que, dans la sous-partie 1.2, on est passeH , d'un
voisinage "ltrant quelconque M de K a` MI  :




 ne rencontrant pas K.
 Pour cela, nous avons deH coupeH M le long des orbites des cercles C

,2,C d'une famille
maximale "nie donneH e par le lemme 1.10 puis nous avons colleH des copies de (D[0,1],/t) sur
les 2n bords tangents creH eH s.
On remarque que ces opeH rations sont exactement les chirurgies inverses aux attachements




),2,(C ,C )) de MI  images des cercles C ,2,C . On






D'autre part, les composantesM

,2,M
 sont des copies de S[0,1] : en e!et, tout cercle sur le
bord d'entreH e d'une telle composante borde un disque (voir le lemme 1.11) et on conclut par le
lemme 1.12.











), le cercle C

soit sur le bord d'entreH e deMI et le
cercle C

soit sur le bord d'entreH e de M

. Quitte a` changer l'indexation, on supposera que i"k.





On remarque alors :
 que (MI ,XI ) est topologiquement eH quivalente a` (MI ,XI ) (la somme connexe d'une surface avec une
sphe`re redonne la surface initiale),





,XI ) par moins de n attachement d'anses.
Par reH currence, on en deH duit donc qu'on peut passer de (MI ,XI ) a` (M,X) par moins de
n attachement d'anses bien choisis. 
3.2. Codage des composantes connexes de 

MI =(K) et preH sentation xnie des voisinages xltrants
Etant donneH un ensemble selle satureH K d'un champ de Smale X, le theH ore`me 0.4 montre que le
type geH omeH trique d'une bonne partition de Markov deK constitue a` lui seul une preH sentation "nie
F. Be&guin, C. Bonatti / Topology 41 (2002) 119}162 151
du mode`le (MI ,XI ) de [X,K]. Pour obtenir une preH sentation "nie d'un voisinage "ltrantM quelcon-
que deK (tel que toute composante deM rencontreK), il nous reste donc a` coder les attachements
d'anses neH cessaires pour passer de MI a` M.
Nous avons vu que les attachements d'anses ne deH pendent que des composantes connexes de


MI =(K) contenant les cercles sur lesquels on les e!ectue. Un codage sera donc une surjection




Pour construire un tel codage, nous allons consideH rer une partition essentielle R"R

	 de
K incluse dans MI . On supposera de plus, pour simpli"er la proceH dure de codage, que R est
geH neH ratrice, c'est a` dire que pour tous i et j, f (R

) a au plus une composante d'intersection avec R

.
L'alphabet consideH reH deH pendra alors du type geH omeH trique de R.
Nous montrerons ensuite qu'eH tant donneH une autre partition de Markov S de K essentielle,
geH neH ratrice, incluse dans MI et de me(me type geH omeH trique que R, il existe une eH quivalence
topologique globale de (MI ,XI ) tel que pour tout mot de notre alphabet, la composante connexe de


MI =(K) codeH e via S soit l'image par cette eH quivalence de la composante codeH e via R. Notre
codage ne deH pend, en ce sens, a` eH quivalence topologique pre`s, pas de la partition choisie, mais
seulement de son type geH omeH trique.
Une preH sentation "nie de (M,X) sera alors la donneH e du type geH omeH trique d'une partition
essentielle, geH neH ratrice de K incluse dans MI , et d'un nombre "ni de mots de notre alphabet "ni
correspondant aux attachements d'anses.
Nous noterons R l'union des rectangles R

. Notons  la section locale de K qui vient avec R et
f l'application de premier retour sur .
Lemme 3.3. Soit C une composante connexe d 'un rectangle R

prive& de l 'union des varie& te& s invari-
antes de K. L'orbite de C ne coupe qu'une seule composante connexe de 

MI =(K).
DeHmonstration. L'orbite de tout point de C coupe 

MI transversalement et en un point et un seul.
L'application qui a un point deC associe l'intersection de son orbite avec 

MI est donc bien deH "nie
et continue. Ceci assure la connexiteH de l'intersection de l'orbite de C avec 

MI . Cette intersection
est bien su( r disjointe de=(K). 
Lemme 3.4. L'orbite positive de toute composante connexe de 

MI =(K) coupeR(=(K)=(K)).
DeHmonstration. L'orbite positive de tout point de=(K)

MI intersecte l'inteH rieur de R. L'orbite
de tout point de 

MI su$sament proche de=(K) intersecte donc R (bien su( r hors de=(K) et de
=(K)), ce qui montre le lemme. 
Rappelons que, par deH "nition d'une bonne partition de Markov, R

f(R) est constitueH de
h





est donneH par le type geH omeH trique
de R. L'ensemble R

 f(R) est donc une union de h

#1 sous-rectangles horizontaux ; nous
numeH rotons ces sous-rectangles horizontaux de 1 a` h

#1 de fac7 on compatible avec l'orientation
choisie des verticales. De me(me, R

 f (R) est une union de v

#1 sous-rectangles verticaux, que
nous numeH rotons de fac7 on compatible avec l'orientation des horizontales.
De plus, comme R a eH teH supposeH e essentielle, R

 f(R) est disjoint de =(K) et R

 f (R) est
disjoint de =(K).
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DeH 5nition 3.5. Pour tout point x tel que :
 x est dans la vieme composante de R

 f (R),





 f (x) est dans la hieme composante de R

 f(R),




,2, i , h).
Remarque. L'orbite de tout point de x de R(=(K)=(K)) admet un unique itineH raire. En e!et,
x n'appartient ni a`=(K), ni a`=(K), l'intersection de l'orbite de x pour le #ot avec R est donc
"nie. De plus, R est essentielle donc cette orbite correspond a` un intervalle dans  pour
l'application de premier retour f.
Proposition 3.6. Soit R une partition de K essentielle, ge&ne& ratrice et incluse dans MI . Soient deux
points x et y de R(=(K)=(K)) dont les orbites admettent le meL me itine& raire.
Alors les orbites de x et y intersectent 





DeH 5nition 3.7. Nous dirons alors que l'itineH raire commun des orbites de x et de y est un code de C.




,2, i , h) l'itineH raire commun des orbites de x et de y. Notons x et
y les premiers points d'intersection (pour le temps) des orbites de x et de y avecR. Par deH "nition, en
notant < la vieme composante de R

 f (R) et H la hieme composante de R

 f(R), les points x













) est un sous-rectangle horizontal de R

. La composante H est un








))f(H) est un sous-rectangle horizontal de
R












et, en particulier, est connexe.






))f(H), ni f(z), ni f 	(z) ne sont dans







)) f(H) est donc incluse dans une composante connexe de R(=(K)=(K)).
On conclut via le lemme 3.3. 
DeH 5nition 3.8. Soient X un #ot de Smale, K un ensemble selle satureH de X et M un voisinage
"ltrant deX tel que toute composante deM rencontreK. On note (MI ,XI ) le mode`le de [X,K]. On





),2,(C ,C ), n couples de cercles plongeH s dans MI , disjoints de=(K), bordant,
sur 

MI , des disques deux-a`-deux disjoints et disjoints de =(K) et tels que les attachements




) transforment MI en M.
Soit en"n R une partition de Markov de K essentielle, geH neH ratrice, incluse dans MI .
Une preH sentation "nie de (M,X) sera la donneH e :
 d'un type geH omeH trique de R,








sont des codes des composantes
connexes de 

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Remarque. Si M posse`de une composante connexe ne rencontrant pas K, notons M l'union des
composantes connexes de M rencontrant K. Nous appellerons preH sentation "nie de M, toute
preH sentation "nie de M compleH teH e par la donneH e du genre du bord d'entreH e de chacune des
composantes de MM.
TheH ore`me 3.9. Tout voisinage xltrant M d 'un ensemble selle sature& K d 'un champ X admet une
pre& sentation xnie.
Deux voisinages xltrants M et N d 'ensembles selle sature& s K et L de champs X et Y admettant la meL me
pre& sentation sont globalement topologiquement e&quivalents.
DeHmonstration. Nous savons, d'apre`s la proposition 2.8, que le mode`le (MI ,XI ) contient une
partition essentielle R de K. On peut toujours se ramener a` une partition essentielle geH neH ratrice
simplement en consideH rant Rf (R).
NotonsM l'union des composantes connexes de M rencontrant K. La proposition 0.5 montre
que, pour passer (MI ,XI ) a` (M,X) (a` eH quivalence topologique pre`s) par un nombre "ni d'attache-
ment d'anses qui ne deH pendent que des composantes connexes dans 

MI =(K) des cercles sur
lesquels on les e!ectue. Le lemme 3.4 montre que toute composante connexe de 

MI =(K) admet
(au moins) un code. Ceci et la remarque preH ceH dente ache`ve la deHmonstration de la premie`re
a$rmation du theH ore`me.
Pour montrer la seconde a$rmation, remarquons d'abord que l'eH quivalence est donneH e par le
lemme 1.12 sur les composantes de M et N ne rencontrant pas K et ¸. On supposera donc
deH sormais que toute composante de M et N rencontre respectivement K ou ¸.
Il existe, par hypothe`se, deux partitions R et S de K et ¸, essentielles, geH neH ratrices et incluses
dansMI et NI et de me(me type geH omeH trique. La proposition 2.5 montre qu'il existe un homeH omor-
phisme h deH "ni des cubes associeH s a`R etS reH alisant une conjugaison entre des renormalisations de
X et > et envoyant le rectangle orienteH R

sur le rectangle orienteH S

. La proposition 2.10 montre
que h s'eH tend en une eH quivalence topologique globale de MI dans NI .
Pour achever la deHmonstration du theH ore`me, il su$t de voir que l'image par h d'une composante
connexe C de 

MI =(K) codeH e via R par un itineH raire I est codeH e dansNI par l'itineH raire I viaS.
Pour cela, il su$t de consideH rer un point x de C dont l'orbite admet I comme itineH raire. L'image
par h de l'orbite de x admet alors le me(me itineH raire car h respecte la numeH rotation des rectangles et





Remarque. La remarque suivant la deH "nition 1.1 montre que le theH ore`me preH ceH dent donne en fait
une preH sentation "nie de tout voisinage isolant d'ensemble selle dont le bord est transverse au
champ. Un tel voisinage est en e!et un voisinage "ltrant intrinse`que.
Appendix A. Il n'existe pas de voisinage canonique associeH au germe le long d'un ensemble selle
Nous allons montrer ici que le germe d'un #ot de Smale le long d'un ensemble selle satureH ne
su$t pas a` caracteH riser la dynamique sur un voisinage invariant :
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Proposition A.1. SoitM une varie& te& compacte sans bord de dimension 3 munie d 'un champ de Smale
X qui admet un ensemble selle sature& K. On conside% re un voisinage U de K invariant dans M. On
suppose que K est connexe et admet une orbite homocline.
Alors il existe une varie& te& N munie d 'un champ de Smale> admettant un ensemble selle sature& ¸ de
fac7 on a% ce que :
 les germes de X et > le long de K et ¸ sont e&gaux
 il n'existe aucun voisinage invariant V de ¸ tel que les restrictions de X et > a% U et V soient
topologiquement e&quivalentes.
La deHmonstration de cette proposition constitue le reste de cet appendice.
Remarque.
 Il su$t de montrer qu'il existe un voisinage ULU tel que ¸ n'admette aucun voisinage
invariant sur lequel > soit eH quivalent a` X
U
. Autrement dit, on peut toujours restreindre U.
 Supposons au contraire de ce qu'on veut prouver que pour toute varieH teH N munie d'un champ
> admettant un ensemble selle satureH ¸ tel que [X,K]"[>,¸], on ait un voisinage invariant
V de ¸ tel que X
U
soit eH quivalent a` >
V
. Alors, en particulier, cela est alors vrai quand (N,>)
est une compleH tion de Smale du mode`le de [X,K] (il existe une telle compleH tion, voir [9,
corollaire 2.1] ou la suite de cet appendice). Quitte a` remplacer (M,X) par une compleH tion du
mode`le de [X,K], on peut donc supposer que le mode`leMI de [X,K] est inclus dansM comme
voisinage isolant de K.
D'apre`s la remarque ci-dessus, on peut supposer que K admet dans M un voisinage "ltrant
MI qui est un mode`le de [X,K]: de plus, quitte a` restreindreU, on peut supposer queU est le satureH
par le #ot de X de UMI et que U

MI est une sous-surface compacte a` bord de 

MI ; notons
alors n le nombre de ses composantes de bord et g son genre.
Remarque. Par hypothe`se, K posse`de une orbite homocline et donc une in"niteH d'orbites peH ri-
odiques. On en deH duit que la lamination=(K)

MI posse`de une in"niteH de feuilles.
Lemme A.2. Le comple%mentaire de=(K) dans 

MI posse%de une inxnite& de composantes connexes.
Remarque. Ce fait n'est pas comple`tement trivial. Par exemple, le minimal exeptionnel d'un #ot de
Denjoy sur le tore est une lamination sur le tore avec une in"niteH de feuilles, d'inteH rieur vide, et dont
le compleHmentaire est connexe.





in"niteH de feuilles. Les lemmes 1.7 et 1.8 montrent queL

ne contient qu'un nombre "ni de feuilles
compactes et que l'ensemble limite de toute demi-feuille est l'une de ces feuilles compactes.
Otons a` la surface 

MI chacune de ces feuilles compactes et compacti"ons la surface ouverte
obtenue par un point ajouteH a` chacun de ses bouts. On obtient ainsi une surface compacte S avec un
ensemble "ni de points marqueH . Chaque feuille non compacte deL

induit sur S un segment allant
d'un point marqueH a` un autre. Notons LM 

la famille de ces segments. Les segments de LM 

sont
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Fig. 7. Le champ X

dans le bretzel plein a` 2 trous.
deux-a`-deux d'inteH rieurs disjoints et sont en nombre in"nis. Toute composante connexe de SLM 






On veH ri"e que la famille LM 

contient une sous-famille in"nie constitueH es de segments deux-a`-
deux homotopes a` extreHmiteH s "xeH es. Par une deHmonstration analogue a` celle de 1.9, il existe donc
une famille in"nie de disques ouverts deux-a`-deux disjoints bordeH s chacun par deux de cette
sous-famille. Comme l'union de ces segments est un compact d'inteH rieur vide, chacun de ces disques
contient une composante connexe di!eH rente de S priveH e de LM 

. 
On choisit alors n#g#1 composantes distinctes de 

MI =(K), puis, dans chacune de ces
composantes, un couple de cercles disjoints bordant des disques disjoints l'un de l'autre et disjoints
de=(K). On attache alors une anse sur chacun de ces couples de cercles (comme dans la deH "nition
3.1). On noteN la varieH teH a` bord obtenue,> le champ dont elle est munie et ¸ le maximal invariant
deN. Le genre de 

N est donc supeH rieur n#g#1. On rappelle que le germe de> le long de ¸ est
eH gal au germe de X le long de K.
Remarque. Chaque composante de 

N rencontre =(¸) car chaque composante de 

MI ren-
contre=(K) (voir la remarque a` la "n de la partie 1.2).
On peut compleH ter N en une varieH teH compacte sans bord de dimension 3 munie d'une extension
de Smale de > de fac7 on simple.
On commence par les remarques suivantes :
 On notera B

la boule de dimension 3. La varieH teH a` bord B

peut e( tre munie d'un champ
Morse}SmaleX

transverse a` son bord, rentrant dans B

le long de celui-ci et tel que l'ensemble
non errant de X

soit simplement constitueH d'une singulariteH puits.
 On notera B

le tore plein. La varieH teH a` bord B

peut e( tre munie d'un champ Morse}Smale
X

transverse a` son bord, rentrant dans B

le long de celui-ci et tel que l'ensemble non errant de
X

soit simplement constitueH d'une orbite peH riodique puits.
 On notera B

le bretzel plein a` 2 trous (c'est a` dire la somme connexe de 2 tores pleins). La
varieH teH a` bord B

peut e( tre munie d'un champMorse SmaleX

transverse a` son bord (qui est un
tore a` 2 trous), rentrant dans B

le long de celui-ci et tel que l'ensemble non errant de X

soit
simplement constitueH de deux orbites peH riodiques puits et d'un singulariteH selle dont la varieH teH
stable locale est un 2-disque coupant le bord de B

en un cercle et dont la varieH teH instable est
donc de dimension 1 (voir la Fig. 7).
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 On notera B

le bretzel plein a` p trous (c'est a` dire la somme connexe de B

et d'un tore plein).
La varieH teH a` bord B

peut e( tre munie d'un champMorse SmaleX

transverse a` son bord (qui est
un tore a` p trous), rentrant dans B

le long de celui-ci et tel que l'ensemble non errant deX

soit
simplement constitueH de p orbites peH riodiques puits et de p!1 singulariteH s selles dont les
varieH teH s stables locales sont des 2-disques coupant le bord de B

en p!1 cercles disjoints et dont
les varieH teH s instables sont donc de dimension 1.
 Pour chaque p, le champ!X

est un champ Morse Smale sur B






le long de celui-ci.
On recolle alors sur chaque composante de 

N, l'exemplaire de B

correspondant au genre p de
cette composante muni du champ!X

. Rappelons que chaque composante de 

N rencontre
=(¸). Si p est supeH rieur ou eH gal a` 2, il faut e!ectuer ce recollement de fac7 on a` ce que tous les cercles
correspondants a` la trace des varieH teH s instables des singulariteH s selles rencontrent la lamination
=(K)

N et cela de fac7 on tranverse. Le lemme suivant nous assure qu'on peut le faire :
Lemme A.3. Pour tout cercle C plonge& dans 

M, il existe un cercle C plonge& dans 

M, aussi
C-proche que l 'on veut de C et transverse a% =(K)

N.
DeHmonstration. Par deH "nition d'une feuille bord et puisque 

M est transverse a`=(K), tout point
de =(K)

M qui est sur une feuille bord est adheH rent a` int(

M=(K)). Par ailleurs, une
conseH quence classique de la transitiviteH des pie`ces basiques est que, pour tout point x d'une pie`ce
basique , la feuille =(x) est dense dans =() (pour une deHmonstration dans le cas des
di!eH omorphismes, voir, par exemple, [5, lemme 6.1.3]) ; en particulier, les feuilles bords sont denses
dans=(K). Par conseH quent, int(

M=(K)) est un ouvert dense dans 

M.
On peut toujours approcher (en norme C) un cercle C par une ligne briseH e ¸ telle que les





on peut exiger que les sommets de ¸ soient dans int(

M=(K)). Ceci nous permet maintenant
d'arrondir les sommets de ¸ par un lissage a` support disjoint de =(K). 
Par le recollement ci-dessus, on obtient une varieH teH a` bordN	muni d'un #ot de Smale transverse
a` son bord, sortant deN	 le long de celui-ci. Remarquons que le bord deN	 est 

N. Ce bord est
naturellement muni d'une lamination unidimensionnelle d'inteH rieur vide obtenue en rajoutant
a` =(¸)

N la trace des varieH teH s instables des singulariteH s selles ajouteH es dans N	. On peut





de fac7 on que les cercles, traces sur le bord des B

des varieH teH s stables des singulariteH s
selles de B

, soient transverses a` la nouvelle lamination de 

N et rencontrent tous=(¸).
Nous avons ainsi construit une varieH teH N compacte, sans bord, orientable, de dimension 3
munie d'une extension de Smale de > tel que toute pie`ce basique ajouteH e soit comparable pour
l'ordre de Smale a` ¸. Alors N est un voisinage "ltrant de ¸ dans N.
Remarque. La contruction ci-dessus montre que tout voisinage isolant d'un ensemble selle dont le
bord est transverse au champ peut e( tre plongeH comme voisinage "ltrant de cet ensemble dans une
varieH teH sans bord comme annonceH dans la remarque suivant la deH "nition 1.1.
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La deHmonstration de la proposition A.1 est alors reH duite a` la deHmonstration de la proposition
suivante:
Proposition A.4. Le champ > ne posse%de aucun voisinage V de ¸ invariant dans N tel que les
restrictions de X et > a% U et V soient topologiquement e&quivalentes.
DeHmonstration. Par l'absurde, on suppose qu'il existe un voisinage invariantV de ¸ dansN et un




. Remarquons qu'alorsV ne contient
ni orbite puits, ni orbite source, ni singulariteH selle. Toute orbite de V sauf eH ventuellement les
seH paratrices (de dimension 1) des singulariteH s selles coupeN. Toute orbite deV disjointe de=(¸),
sauf eH ventuellement les seH paratrices des singulariteH s selles, coupe donc 

N.
Lemme A.5. L'inte& rieur du voisinageV est disjoint des se&paratrices unidimensionnelles des singular-
ite& s selles.
DeHmonstration. Supposons que la varieH teH stable de dimension 1 d'une singulariteH selle  rencontre
V en un point inteH rieur x. Le point x n'appartient donc ni a` =(¸)"h(=(K)), ni
a`=(¸)"h(=(K)). Comme h(x)=(K), l'orbite de h(x) coupe 

M. On peut donc supposer
que h(x) appartient a` 

MI .
Mais tout voisinage de x rencontre=(¸): en e!et, par construction deN et>, la varieH teH instable
de  coupe transversalement =(¸); on conclut par le -lemma. Tout voisinage de h(x) dans
U rencontre donc =(K). Par transversaliteH de 

MI a` X, tout voisinage de h(x) dans 

MI
rencontre=(K). Par compaciteH de=(K)

MI , le point h(x) est dans=(K). Par suite, x est
dans=(¸) ce qui est impossible.
On fait le me(me raisonnement si c'est la varieH teH instable de dimension 1 d'une singulariteH selle qui





Quitte a` remplacerU par un voisinage invariant deK du me(me type (en particulier sans changer
n et g) contenu dans son inteH rieur, on peut supposer queV est disjoint des seH paratrices unidimen-
sionnelles des singulariteH s selles.
On conside`re h(U

MI ). C'est une surface compacte a` bord topologiquement transverse au #ot.
Toute orbite de> coupe au plus une fois cette surface (car h est une eH quivalence entreX et>). En"n
cette surface est disjointe de =(¸) et des seH paratrices unidimensionnelles des singulariteH s selles ;
l'orbite de chacun de ses points coupe donc 

N en un point et un seul. En utilisant la compaciteH de
h(U

MI ) et de 

N et la transversaliteH de 

N a` >, on voit que h(U

MI ) se projette, via le #ot,
di!eH omorphiquement sur une partie de 

N.
Alors la projection de h(U





N=(¸) par une sous-
surface a` n composantes de bord. Le genre de 

N est donc majoreH par la somme du genre de
h(U

MI ) et des genres des composantes de 

N=(¸) contenant une composante du bord de la
projection de h(U

MI ). Le genre de chacune de ces dernie`res composantes eH tant, par construc-
tion, au plus eH gal a` 1, le genre de 

N est majoreH par g#n; ce qui est contraire au choix de N.
Cette contradiction ache`ve la deHmonstration de la proposition 3.13 et donc de la proposition
3.10. 
158 F. Be&guin, C. Bonatti / Topology 41 (2002) 119}162
Appendix B. Exemples de mode`les
Pour que l'article ne reste pas trop abstrait, nous allons exhiber quelques exemples de mode`les.
Le probleHme auquel on se heurte pour obtenir des exemples de mode`les qui veH ri"ent certaines
proprieH teH s est celui de la reH alisabiliteH d'un type geH omeH trique abstrait. La reH ponse a` ce proble`me fait
l'objet de l'article [3]. Nous utiliserons ici le reH sultat principal de cet article :
TheH ore`me B.1 (Beguin et al. [3]). Pour tout type ge&ome& trique abstrait T, il existe un mode% le dont le
maximal invariant admet une partition de Markov essentielle de type ge&ome& trique T.
B.1. Mode`le du fer a` cheval
Les theH ore`mes 0.3, 0.4 et 3.15 nous autorisent a` parler du mode`le d'un type geH omeH trique. Comme
premier exemple de mode`le, nous allons construire celui du fer a` cheval de Smale, c'est-a`-dire celui
du type geH omeH trique deH crit a` la Fig. 5 et que nous noterons ici ¹.
Rappelons tout d'abord qu'il existe un di!eH omorphisme de Smale f de la sphe`re S dont
l'ensemble non-errant est reH duit a` un fer a` cheval (c'est a` dire une pie`ce basique selle admettant une
bonne partition de type ¹), un point "xe puits et un point "xe source. Ce di!eH omorphisme f est
isotope a` l'identiteH . La suspension de ce di!eH omorphisme est donc un #ot de Smale sur
MKSS dont l'ensemble non-errant est constitueH d'une pie`ce basique selle admettant une
partition essentielle de type¹ (nous noteronsK cette pie`ce basique), de deux orbites puits et source.
On obtient donc un voisinage "ltrant deK dansM en o( tant a`M deux tores pleins dont les a( mes
sont l'orbite peH riodique puits et l'orbite peH riodique source. Ces dernie`res orbites ne sont pas noueH s
(ni individuellement, ni entre elles) dansM (car ces orbite sont les suspensions de points "xes sous
f ) donc le voisinage "ltrant M est homeH omorphe au produit de S par S priveH de deux disques,
c'est-a`-dire est homeH omorphe a` SS[0,1]. Les bords d'entreH e et sortie deM sont donc chacun






Lemme B.2. La lamination d 'entre&e L

du fer a% cheval est de genre nul et connexe.









MI . De plus, dans MI , il existe une partition
essentielle de type ¹ (theH ore`me B.1). La surface d'entreH e  associeH e au type geH omeH trique ¹,
repreH senteH e a` la Fig. 5, contient alors la lamination LI 

qui est donc de genre nul.
Pour queL

soit connexe, il su$t, d'apre`s le lemme 1.8, queL

ne comporte qu'une seule feuille
compacte. Par ailleurs, on a vu dans la partie 1.2 que cela eH quivaut a` ce que=(K) n'ait qu'une
seule seH paratrice stable libre. Je pense que la forme des varieH teH s stables et instables du di!eH omor-
phisme `fer a` chevala sont assez classiques ; en particulier, on remarque que celles-ci ne posse`dent
e!ectivement chacune qu'une seule seH paratrice libre, ce qui conclut. 
Si on suit la construction du mode`le a` partir d'un voisinage "ltrant quelconque (voir la partie
1.2), on doit maintenant consideH rer une famille maximale de cercles plongeH s sur 

M, deux-a`-deux
disjoints, deux-a`-deux non-homotopes dans 

M=(K) et dont aucun ne borde un disque de
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

M=(K). Du fait que 

M est un tore et du lemme ci-dessus, il reH sulte qu'une telle famille ne
comporte en fait qu'un seul cercle que nous noterons C. CommeL

est de genre nul, il existe, par
ailleurs, un cercle non-homotope a` 0 dans 

M et disjoint deL

. Par conseH quent, on peut supposer
C non-homotope a` 0 dans 

M.
Selon la proceH dure de construction du mode`le de la partie 1.2, on doit deH couperM selon l'orbite
de ce cercle. Si on voitM comme SS[0,1], on coupe alors selon 0	S[0,1] et on obtient
[0,1]S[0,1]. Puis, on doit recoller deux copies de D[0,1] respectivement sur
0	S[0,1] et 1	S[0,1]. On obtient alors le mode`le du fer a` cheval : ce mode`le est donc
homeH omorphe a` S[0,1] (les bords d'entreH e et de sortie sont donc des sphe`res).
B.2. Mode`le d'une orbite selle isoleH e
On peut construire le mode`le du germe d'un #ot de Smale le long d'une orbite selle isoleH e par un
raisonnement analogue au preH ceH dent mais les opeH rations topologiques sont un peu plus di$ciles
a` deH crire.
Par contre, si on note M la sphe`re S priveH e de quatre boules B, on veH ri"e facilement que
M peut-e( tre muni d'un champX tranverse au bord deM, rentrant le long de deux des composantes
du bord, sortant le long des deux autres, tel que le maximal invariant deM est reH duit a` une orbite
peH riodique hyperbolique O et tel que chacune des quatre seH paratrices stables et instables de
O rencontre une composante di!eH rente du bord deM. Puisque 

M est alors formeH de deux sphe`res
et que la lamination L

est composeH e d'une feuille compacte et c'est tout sur chacune de ces
sphe`res, il est immeH diat que tout cercle traceH sur 

M=(K) borde un disque de 

M=(K). Par
suite, (M,X) est un mode`le de [X,O].
B.3. Un mode`le dont le bord a une caracteH ristique d 'Euler neH gative
Le bord du mode`le d'un ensemble selle provenant d'une suspension est neH cessairement de
caracteH ristique d'Euler positive (on a toujours un voisinage "ltrant dont le bord est constitueH de
tores et, au cours de la proceH dure de constrution du mode`le de la partie 1.2, on augmente toujours
la caracteH ristique d'Euler). Il semble donc inteH ressant d'exhiber un ensemble selle dont le mode`le
a un bord de caracteH ristique d'Euler neH gative.
Le theH ore`me 3.15 montre qu'il existe un mode`le dont le maximal invariant admet une partition
essentielle du type geH omeH trique deH crit a` la Fig. 8. Par ailleurs, on veH ri"e, a` l'aide de la proceH dure de
construction deH crite dans la preuve lemme 2.13, que la surface d'entreH e  associeH e a` une telle
partition essentielle est homeH omorphe a` la surface repreH senteH e a` la me(me Fig. 8. Cette surface
d'entreH e est de genre 2. Par deH "nition, la surface d'entreH e d'une partition essentielle est plongeH e dans
le bord d'entreH e de tout voisinage "ltrant contenant la partition. On en deH duit qu'il existe un
mode`le dont le bord d'entreH e posse`de une composante de genre au moins eH gal a` 2.
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Fig. 8. Une partition de Markov a` 1 rectangle et la surface d'entreH e associeH e, de genre 2.
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